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Resumen

La programacion de restricciones es una tecnologia software utilizada para la descripcién y posterior resolu-
cion efectiva de grandes y complejos problemas, particularmente combinatorios, de muchas areas de la vida
real. Muchos de estos problemas pueden modelarse como problemas de satisfaccién de restricciones (CSPs)
y resolverse usando técnicas de programacion de restricciones. Esto incluye problemas de areas tales como
inteligencia artificial, investigacion operativa, bases de datos, sistemas expertos, etc. Algunos ejemplos son
scheduling, planificacién, razonamiento temporal, diseno en la ingenieria, problemas de empaquetamiento,
criptograffa, diagnosis, toma de decisiones, etc. El manejo de este tipo de problemas es NP [26]. En este
articulo introductorio se presenta una introducciéon de los conceptos, algoritmos y técnicas mas relevantes
en el area de CSPs que servird para que el lector tenga un conocimiento global de los CSPs asi como una
notacién general que servird para comprender mejor los siguientes trabajos presentados en esta monografia.
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1. Introduccion tricciones ha generado una gran expectacion entre
expertos de muchas areas debido a su potencial
para la resoluciéon de grandes problemas reales.
Por ello, no es de sorprender, que la ACM (Asso-
ciation for Computer Machinery) ha identificado
a la programacion de restricciones como una de
las direcciones estratégicas en la investigacion in-
formdtica [4]. Sin embargo, al mismo tiempo, se
considera la programaciéon de restricciones como
una de las tecnologias menos conocida y compren-
dida.

Hoy en dia, muchas decisiones que tomamos a
la hora de resolver nuestros problemas cotidianos
estan sujetos a restricciones. Problemas tan coti-
dianos como fijar una cita con unos amigos, com-
prar un coche o preparar una paella puede depen-
der de muchos aspectos interdependientes e inclu-
so conflictivos, cada uno de los cuales estd sujeto
a un conjunto de restricciones. Ademds, cuando
se encuentra una solucién que satisface plenamen-
te a unos, puede que no sea tan apropiada para
otros, por lo que a veces no es suficiente con ob-
tener una unica solucion.

La programacién de restricciones se define como
el estudio de sistemas computacionales basados
en restricciones. La idea de la programacién de
restricciones es resolver problemas mediante la

Durante los Gltimos afios, la programacion de res- declaracién de restricciones sobre el area del pro-



blema y consecuentemente encontrar soluciones
que satisfagan todas las restricciones, y en su ca-
S0 optimicen unos criterios determinados.

” Constraint Programming represents one of the
closest approaches computer science has yet made
to the Holy Grail of programming: the user states
the problem, the computer solves it” [E. Freuder|

El Origen de la Programacion de Restric-
ciones

Los primeros trabajos relacionados con la progra-
macién de restricciones datan de los anos 60 y 70
en el campo de la Inteligencia Artificial.

La programacién de restricciones puede dividirse
en dos ramas claramente diferenciadas: la satis-
faccién de restricciones y la resolucién de restric-
ciones. Ambas comparten la misma terminologia
pero sus origenes y técnicas de resolucion son di-
ferentes. La satisfaccién de restricciones trata con
problemas con dominios finitos, mientras que la
resolucién de restricciones estd orientada princi-
palmente a problemas sobre dominios infinitos o
dominios mas complejos. En este articulo nos cen-
traremos principalmente en los problemas de sa-
tisfaccién de restricciones, que basicamente con-
siste en un conjunto finito de variables, un domi-
nio de valores para cada variable y un conjunto de
restricciones que acotan la combinacién de valores
que las variables pueden tomar. Asi, el objetivo
es encontrar un valor para cada variable de ma-
nera que se satisfagan todas las restricciones del
problema. En general, la obtencién de soluciones
en este tipo de problemas NP-completo. Adicio-
nalmente, la obtencién de soluciones optimizadas
es en general NP-dura.

Ejemplo. El problema de coloraciéon del mapa
es un problema clésico que se puede formular co-
mo un CSP. En este problema, hay un conjunto
de colores y queremos colorear cada region del
mapa de manera que las regiones adyacentes ten-
gan distintos colores. En la formulacién del CSP,
hay una variable por cada regién del mapa, y el
dominio de cada variable es el conjunto de co-
lores disponible. Para cada par de regiones con-
tiguas existe una restriccién sobre las variables
correspondientes que no permite la asignacion de
idénticos valores a las variables. Dicho mapa pue-
de ser representado mediante un grafo donde los
nodos son variables que representan a los colo-
res asociados a las regiones y cada par de regio-
nes adyacentes estan unidas por una arista. En la
Figura 1 se muestra el ejemplo del problema de
coloracion del mapa. Seleccionamos cuatro regio-

nes x,y,z,w para ser coloreadas. Cada regién del
mapa se corresponde con una variable en el gra-
fo. Si asumimos que cada regién puede colorearse
con uno de los tres colores, rojo (r), verde (v) y
azul (a), entonces cada variable del grafo tiene
tres posibles valores {r,v,a}.

Figura 1. Problema de coloracién del mapa

Las restricciones de este problema expresan que
regiones adyacentes tienen que ser coloreadas con
diferentes colores. En la representacion en el gra-
fo, las variables correspondientes a regiones adya-
centes estan conectadas por una arista. Hay cinco
restricciones en el problema, es decir, cinco aris-
tas en el grafo. Una solucién para el problema es
la asignacién (x,r), (y,v), (z,v), (w,a). En esta
asignacién todas las variables adyacentes tienen
valores diferentes.

2. Resolucion del CSP

La resolucién de un problema de satisfaccion de
restricciones (CSP) consta de dos fases diferentes:

= modelar el problema como un problema de
satisfaccién de restricciones. La modeliza-
cién expresa el problema mediante una sin-
taxis de CSPs, es decir, mediante un con-
junto de variables, dominios y restricciones
del CSP. En la seccién 3 presentamos la mo-
delizacién de un CSP.

= procesar el problema de satisfaccion de res-
tricciones resultante. Una vez formulado el
problema como un CSP, hay dos maneras
de procesar las restricciones:

1. Técnicas de consistencia. Se trata de
técnicas para la resolucién de CSPs ba-
sadas en la eliminacién de valores in-
consistentes de los dominios de las va-
riables.



2. Algoritmos de busqueda. Estos algorit-
mos se basan en la exploracién sis-
tematica del espacio de soluciones has-
ta encontrar una solucién o probar que
no existe tal solucién.

Las técnicas de consistencia o inferenciales
permiten deducir informacién del problema,
(niveles de consistencia, valores posibles de
variables, dominios minimos, etc.), aunque
en general se combinan con las técnicas de
busqueda, ya que reducen el espacio de so-
luciones y los algoritmos de busqueda ex-
ploran dicho espacio resultante.

3. Modelizacion del CSP

Generalmente la declaracién de un problema se
suele expresar de muchas maneras diferentes, e
incluso en lenguaje natural. Una parte muy im-
portante para la resolucién de problemas de la vi-
da real es el modelado del problema en términos
de CSPs, es decir, variables, dominios y restric-
ciones.

A continuacién consideraremos un ejemplo en el
cual veremos distintas modelizaciones de un mis-
mo problema y las ventajas de una modelizacién
adecuada para resolverlo.

Consideremos el conocido problema criptografi-
co 'send+more=money’ utilizado en [37]. El pro-
blema puede ser declarado como: asignar a cada
letra {s, e, n, d, m, o, r, y} un digito diferente
del conjunto {0,...,9} de forma que se satisfaga
send+more=money.

La manera méas ficil de modelar este problema
es asignando una variable a cada una de las le-
tras, todas ellas con un dominio {0,...,9} y con
las restricciones de que todas las variables toman
valores distintos y con la correspondiente restric-
cién para que se satisfaga ’send+more=money’.
De esta forma las restricciones (no binarias) son:

» 103(s+m)+10%(e+0)+10(n+7)+d+e =
10%*m 4 1030 + 10%n + 10e + y;

» restriccién de todas diferentes (s, e, n,d,
m507 r? y);

Para el algoritmo mas general como es Backtrac-

1Este algoritmo lo detallamos en la siguiente seccién

king! (BT), este modelo no es muy eficiente por-
que con BT, todas las variables necesitan ser ins-
tanciadas antes de comprobar estas dos restric-
ciones. De esta manera no se puede podar el es-
pacio de bisqueda para agilizar la bisqueda de
soluciones. Ademsds, la primera restriccién es una
igualdad en la que forman parte todas las varia-
bles del problema (restriccién global) por lo que
dificulta el proceso de consistencia.

Veamos a continuacién un modelo mas eficiente
para resolver el problema. Este modelo utiliza los
bit de acarreo para descomponer la ecuacion an-
terior en una coleccién de pequenas restricciones.
Tal y como estd planteado el problema, M debe
de tomar el valor 1 y por lo tanto S solamen-
te puede tomar valores de {1,...,9}. Adem&s de
las variables del modelo anterior, el nuevo mode-
lo incluye tres variables adicionales, ¢y, co, c3 que
llamaremos "portadoras’. Los dominios de las va-
riables e, n,d, 0,7 e y son {0, ...,9}, el dominio de
s es {1,...,9}, el dominio de m es {1}, y los do-
minios de las variables portadores cq,cs,c3 son
{0,1}. Con la ayuda de las variables portadores,
la restriccién de la ecuacién anterior puede des-
componerse en varias restricciones mas pequenas:

m e+d=y-+ 10cy;

= c1+n+7r=e+ 10cs;
= o +e+o0=mn+ 10cs;
= c3+s+m=10m +o.

» restriccién de todas diferentes (s, e, n,d,
m7 07 ,r7 y);

La ventaja de este modelo es que estas restriccio-
nes mas pequenas pueden comprobarse antes en
la busqueda de backtracking, y asi podarse mu-
chas inconsistencias.

En las dos formulaciones anteriores, la restric-
cion de todas diferentes puede reemplazarse por
un conjunto de pequenas restricciones, es decir
e # s,..., r # y, obteniendo asi un modelo alter-
nativo.

Como hemos visto en las formulaciones anterio-
res, dependiendo de la transformacién que se ha-
ga del problema planteado en lenguaje natural a
la modelizacion en forma de CSP, el problema se
resolverd con mas o menos eficiencia.



Concretamente, en el contexto de los problemas
de satisfaccién de restricciones no binarias, cuan-
do tratamos de resolver un CSP no binario ya
modelado, nos volvemos a encontrar con un nue-
vo problema crucial de modelizaciéon. ;Debemos
convertir el problema no binario en uno binario,
o debemos dejarlo en su formulacién original?

4. Conceptos CSP

En esta seccién presentamos los conceptos y obje-
tivos basicos que son necesarios en los problemas
de satisfaccién de restricciones y que utilizaremos
a lo largo de esta monograffa.

CSP. Un problema de satisfaccién de restriccio-
nes (CSP) es una terna (X, D, C) donde:

= X es un conjunto de n variables {1, ..., 2, }.

= D =< Dy,...,D, > es un vector de domi-
nios. La i—ésima componente D; es el domi-
nio que contiene todos los posibles valores
que se le pueden asignar a la variable x;.

= (' es un conjunto finito de restricciones.
Cada restriccién n—aria (cy,) estd definida
sobre un conjunto de variables {z1,...,2,}
restringiendo los valores que las variables
pueden simultdneamente tomar.

Asignaciéon. Una asignacién de variables, tam-
bién llamado instanciacién, (r,a) es un par
variable-valor que representa la asignacién del
valor a a la variable x. Una instanciacién de
un conjunto de variables es una tupla de pa-
res ordenados, donde cada par ordenado (x,a)
asigna el valor a a la variable z. Una tupla
((x1,a1), -, (zi,a;)) es localmente consistente si
satisface todas las restricciones formadas por va-
riables de la tupla. Para simplificar la notacién,
sustituiremos la tupla ((z1,a1),..., (z;,a;)) por
(al,...7ai).

Solucién. Una solucién a un CSP es una asig-
nacién de valores a todas las variables de forma
que se satisfagan todas las restricciones. Es decir,
una solucién es una tupla consistente que contie-
ne todas las variables del problema. Una solucién
parcial es una tupla consistente que contiene al-
gunas de las variables del problema. Por lo tanto
diremos que un problema es consistente, si existe
al menos una solucién, es decir una tupla consis-
tente (a1, a9, ..., an).

Béasicamente los objetivos que deseamos obtener
de un CSP se centran en encontrar:

= una solucién, sin preferencia alguna
= todas las soluciones

= una 6ptima, o al menos una buena solucion,
dando alguna funcién objetivo definida en
términos de algunas o todas las variables.

4.1. Notacion CSP

Antes de entrar con més detalles en los problemas
de satisfaccién de restricciones, vamos a resumir
la notacién que utilizaremos a lo largo de esta
monografia.

General: El nimero de variables de un CSP lo
denotaremos por n. La longitud del dominio una
variable z; lo denotamos por d; = |D;|. El nime-
ro de restricciones totales lo denotaremos por c.
La aridad méxima de una restriccion la denotare-
mos por k. En el caso de problemas disyuntivos,
al nimero maximo de disyunciones que tiene una
restriccién disyuntiva lo denotaremos por .

Variables: Para representar las variables utili-
zaremos las ultimas letras del alfabeto en cursi-
va, por ejemplo x,y, z, asi como esas mismas le-
tras con un subindice, por ejemplo =1, z;, ;. Es-
tos subindices son letras seleccionada por mitad
del alfabeto o nimeros enteros. Al conjunto de
variables x;, ..., z; lo denotaremos por X; ;.

Dominios/Valores: : El dominio de una varia-
ble z; lo denotamos por D;. A los valores indi-
viduales de un dominio los representaremos me-
diante las primeras letras del alfabeto, por ejem-
plo, a,b, ¢, y al igual que en las variables también
pueden ir seguidas de subindices. La asignacién
de un valor a a una variable x la denotaremos
mediante el par (z,a). Como ya mencionamos en
la definicién (4) una tupla de asignacién de va-
riables ((x1,a1), ..., (x;,a;)) la denotaremos por
(al, ceey (li).

Restricciones: : Una restriccién k—aria entre las
variables {z1, ..., z; } la denotaremos por C . De
esta manera, una restriccién binaria entre las va-
riables x; y z; la denotaremos por C;;. Cuando
los indices de las variables en una restriccién no



son relevantes, lo denotaremos simplemente por
C. El conjunto de variables involucrados en una
restriccién C;. i, lo representaremos por X¢, , . El
resto de la notacién que surja a lo largo de la
monografia se definird cuando sea necesaria.

4.2. Restricciones

En esta secciéon veremos algunas definiciones so-
bre restricciones y explicaremos algunas de las
propiedades bésicas.

La aridad de una restriccién es el numero de va-
riables que componen dicha restriccién. Una res-
triccién unaria es una restriccién que consta de
una sola variable. Una restriccién binaria es una
restriccién que consta de dos variables. Una res-
triccion ternaria consta de tres variables. Una res-
triccién no binaria (o n — aria) es una restriccién
que involucra a un niimero arbitrario de variables.

Ejemplo. La restriccion x < 5 es una restric-
cién unaria sobre la variable x. La restriccién
x4 — x3 # 3 es una restriccién binaria. La res-
triccion 2x; — x9 + 4x3 < 4 es una restriccién
ternaria. Por ultimo un ejemplo de restricciones
n—aria seria x1 + 2xo — x3 + bxry < 9.

Una tupla p de una restriccion C; p es un ele-
mento del producto cartesiano D; X .. x Dy. Una
tupla p que satisface la restriccién C; j se le lla-
ma tupla permitida o valida. Una tupla p que no
satisface la restriccion C;  se le llama tupla no
permitida o no valida. Una tupla p de una res-
triccién C;. i se dice que es soporte para un valor
a € Dj si la variable x; € X¢, ,, p es una tupla
permitida y contiene a a en la correspondiente
posicién de x; en la restriccion.

De esta manera, verificar si una tupla dada es per-
mitida o no por una restriccién se llama compro-
bacién de la consistencia. Una restriccién puede
definirse extensionalmente mediante un conjunto
de tuplas validas o no vélidas y también intencio-
nalmente mediante una funcién aritmética. En el
caso de CSPs continuos es imposible representar
las restricciones extensionalmente ya que hay un
numero infinito de tuplas vélidas y no vélidas.

Ejemplo. Consideremos una restricciéon entre 4
variables x1, ©2, 3, 24, con dominios {1,2}, don-

2 Arco-Consistencia lo definiremos més adelante.

de la suma entre las variables 1 y 2 es menor o
igual que la suma entre x3 y x4. Esta restriccién
puede representarse intencionalmente mediante
la expresién x1 + xo < x3 + x4. Ademads, esta
restriccién también puede representarse extensio-
nalmente mediante el conjunto de tuplas permi-
tidas {(1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,2,1), (1,1,2,2),
(2,1,2,2), (1,2,2,2), (1,2,1,2), (1,2,2,1),
(2,1,1,2), (2,1,2,1), (2,2,2,2)}, o mediante el
conjunto de tuplas no permitidas {(1,2,1,1),
(2,1,1,1), (2,2,1,1), (2,2,1,2), (2,2,2,1)}.

5. Consistencia en un CSP

Los algoritmos de buisqueda sistemética para la
resolucién de CSPs tienen como base la busque-
da basada en backtracking. Sin embargo, esta
buisqueda sufre con frecuencia una explosién com-
binatoria en el espacio de biisqueda, y por lo tanto
no es por si solo un método suficientemente efi-
ciente para resolver CSPs. Una de las principales
dificultades con las que nos encontramos en los
algoritmos de bisqueda es la aparicion de incon-
sistencias locales que van apareciendo continua-
mente [26]. Las inconsistencias locales son valo-
res individuales o combinacién de valores de las
variables que no pueden participar en la solucién
porque no satisfacen alguna propiedad de consis-
tencia. Por ejemplo, si el valor a de la variable x
es incompatible con todos los valores de una va-
riable y que estd ligada a  mediante una restric-
cién, entonces a es inconsistente con respecto a
la propiedad local de consistencia de arco o arco-
consistenciaZ. Por lo tanto si forzamos alguna pro-
piedad de consistencia A podemos borrar todos
los valores que son inconsistentes con respecto a
la propiedad A. Esto no significa que todos los
valores que no pueden participar en una solucién
sean borrados. Puede haber valores que son con-
sistentes con respecto a A pero son inconsistentes
con respecto a cualquier otra consistencia local
B. Sin embargo, consistencia global significa que
todos los valores que no pueden participar en una
solucién son eliminados.

Las restricciones explicitas en un CSP, que gene-
ralmente coinciden con las que se conocen explici-
tamente del problema a resolver, generan cuando
se combinan restricciones implicitas que pueden
causar inconsistencias locales. Si un algoritmo de
bisqueda no almacena las restricciones implici-
tas, repetidamente redescubrira la inconsistencia



local causada por ellas y malgastara esfuerzo de
busqueda tratando repetidamente de intentar ins-
tanciaciones que ya han sido probadas. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. Tenemos un problema con tres varia-
bles x, y, 2, con los dominios {0,1}, {2,3} y {1,2}
respectivamente. Hay dos restricciones en el pro-
blema: y < z y x # y. Si asumimos que la busque-
da mediante backtracking trata de instanciar las
variables en el orden x,y, z entonces probara to-
das las posibles 23 combinaciones de valores para
las variables antes de descubrir que no existe so-
lucién alguna. Si miramos la restriccién entre y y
z podremos ver que no hay ninguna combinacién
de valores para las dos variables que satisfagan la
restriccién. Si el algoritmo pudiera identificar es-
ta inconsistencia local antes, se evitarfa un gran
esfuerzo de busqueda.

En la literatura se han propuesto varias técni-
cas de consistencia local como formas de mejorar
la eficiencia de los algoritmos de busqueda. Ta-
les técnicas borran valores inconsistentes de las
variables o inducen restricciones implicitas que
nos ayudan a podar el espacio de bisqueda. Estas
técnicas de consistencia local se usan como etapas
de preproceso donde se detectan y se eliminan las
inconsistencias locales antes de empezar o duran-
te la busqueda con el fin de reducir el arbol de
busqueda.

Freuder presenté una nocién genérica de consis-
tencia llamada (i, j)-consistencia [16]. Un proble-
ma es (4, j)-consistente si cualquier solucién a un
subproblema con 7 variables puede ser extendi-
do a una solucién incluyendo j variables adicio-
nales. La mayoria de las formas de consistencia
se pueden ver como especificaciones de la (i, j)-
consistencia. Cuando i es k — 1y j es 1, podre-
mos obtener la k-consistencia [14]. Un problema
es fuertemente k-consistente si es i-consistente
para todo ¢ < k. Un problema fuertemente k-
consistente con k variables se llama globalmente
consistente. La complejidad espacial y temporal
en el peor caso de forzar la k-consistencia es ex-
ponencial con k. Ademads, cuando k > 2, forzar
la k-consistencia cambia la estructura del grafo
de restricciones anadiendo nuevas restricciones no
unarias. Esto hace que la k-consistencia sea im-
practicable cuando k es grande. A continuacién
damos unas definiciones formales de algunas de
las consistencias locales que més tarde discutire-
mos con detalle, basadas en Debruyne y Bessiére
[8].

Un CSP n—ario es (4, j)-consistente siy so-
lamente si Vx; € X, D; # ¢ y cualquier ins-
tanciacién consistente de ¢ variables puede
ser extendido a una instanciacién consisten-
te que involucra a j variables adicionales.

Un CSP binario es arco-consistente si y so-
lamente si Va € D;,Vz; € X, con C;; €
C,3b € D; tal que b es un soporte para a
en CZJ

Un CSP binario es path-consistente si y so-
lamente si Va;,z; € X, (x;,x;) es path-
consistente. Un par de variables (x;,z;)
es path-consistente si y sélo si V(a,b) €
Cij,Vx € X,3c € Dy, por lo que ¢ es un
SOporte para a en c¢;; y ¢ es un soporte para
b en cjp.

Un CSP binario es fuertemente path-
consistente  si 'y  solamente si es
(j, 1)—consistente para j < 2.

Un CSP binario es inversamente path-
consistente si y solamente si V(x;,a) €
D.Vxj,xz, € X tal que j # @ # k # j,
I(x;,b) € Dy (xk,c) € D tal que b es un
soporte para a en Cjj, ¢ es un soporte para
a en Cy, y c es un soporte para b en Cjy.

Un CSP Dbinario es wecino inversa-
consistente si y solamente si V(x;,a) €
D, (z;,a) se puede extender a una instan-
clacién consistente de los vecinos de x;.

Un CSP binario es path-consistente restrin-
gido siy solamente si Va; € X, D; # ¢, D;
es arco-consistente y, V(z;,a) € D;,Vz; €
X tal que (z;, a) tiene un tnico soporte b en
D;,Vx, € X tal que {Ci,Cji} € C,3c €
Dy, tal que ¢ es un soporte para a en Cj y
c es un soporte para b en Cjy.

Un CSP binario es simple arco-consistente
si y solamente si Ve; € X, D; # ¢
y Y(zi,a) € D,P ‘Dmi:{a} tiene un
sub-dominio arco-consistente. Denotamos
P |Dxl:{a} como el CSP obtenido restrin-
giendo D; al valor a en un CSP P, donde
r; € X.

Un CSP n—ario es arco-consistente genera-
lizado si y solamente si VD; € D, D; # ¢
y D; es arco-consistente generalizado. Un
dominio D; es arco-consistente generaliza-
do si y solo si Va € D;,Vxj,...,z, € X,
con Cj ;.. € C, existe una tupla ¢t =
{b,...,a, ...c} permitida por C; _; i tal que
t es un soporte para (z;,a) en C; ;.



5.1. Niveles de Consistencia Local

Pueden definirse caso particulares de k-
consistencia. Detalles de algoritmos correspon-
dientes pueden verse en [25].

Consistencia de Nodo (1-consistencia)

La consistencia local més simple de todas es la
consistencia de nodo o nodo-consistencia. Forzar
este nivel de consistencia nos asegura que todos
los valores en el dominio de una variable satisfa-
cen todas las restricciones unarias sobre esa va-
riable.

Asi, un problema es nodo-consistente si 'y sélo si
todas sus variables son nodo-consistentes:

Vx; € X,VC;,da € D; : a satisface C;

Ejemplo. Consideremos una variable z en un
problema con dominio 2, 15 y la restriccién unaria
x < 7. La consistencia de nodo eliminara el inter-
valo 8,15 del dominio de x. En la Figura 2 mos-
tramos el resultado de aplicar nodo-consistencia
a la variable x.

x: [2,15] x: [2,7]

() —==—()

Dominio Original Dominio nodo-consistente

Figura 2. Consistencia de nodo,
(nodo-consistencia)

Consistencia de Arco (2-consistencia)

Un problema binario es arco-consistente si para
cualquier par de variables restringidas x; y x;,
para cada valor a en D; hay al menos un valor
b en D; tal que las asignaciones (z;,a) y (z;,b)
satisfacen la restriccién entre z; y x;. Cualquier
valor en el dominio D; de la variable x; que no
es arco-consistente puede ser eliminado de D; ya
que no puede formar parte de ninguna solucién.
El dominio de una variable es arco-consistente si
todos sus valores son arco-consistentes.

Ejemplo. Dada la restriccién Cj; = x; < x; de
la Figura 3, podemos observar que el arco Cj;
es consistente, ya que para cada valor a € [3, 6]

hay al menos un valor b € [8,10] de manera que
se satisface la restricciéon Cj;. Sin embargo si la

restriccién fuese Cj; = x; > x; no serfa arco-
consistente.
Cij=xi<x].
X, X;
[3.6] [8,10]

Figura 3. Consistencia de arco,
(arco-consistencia)

Asi, un problema es arco-consistente si y sélo si
todos sus arcos son arco-consistentes:

vV C;; € C,Va € D;,3b € Dj tal que b es un
soporte para a en Cj;.

Consistencia de caminos (3-consistencia)

La consistencia de caminos [29] (Path-
consistency) es un nivel més alto de consistencia
local que la arco-consistencia. La consistencia de
caminos requiere para cada par de valores a y
b de dos variables x; y =, que la asignacién de
a ax; y de b a z; satisfaga la restriccién entre
Z; ¥y x5, y que ademds exista un valor para cada
variable a lo largo del camino entre z; y z; de
forma que todas las restricciones a lo largo del
camino se satisfagan. Montanari demostré que un
CSP satisface la consistencia de caminos si y sélo
si todos los caminos de longitud dos cumplen la
consistencia de caminos [29]. En esta propiedad
se basa el algoritmo Transitive Closure Algorithm
(TCA) [29][26], el cual obtiene la consistencia de
caminos para CSPs binarios, deduciendo nuevas
restricciones derivadas. Mas concretamente eli-
mina valores de los dominios de las variables,
y acotan las restricciones de forma que el CSP
satisface la consistencia de caminos.

Asi, un problema satisface la consistencia de ca-
minos si y sélo si todo par de variables (z;,z;) es
path-consistente:

V(a,b) € Cyj,Vri, € X,3c € Dy, tal que ¢ es un
soporte para a en c;; y para b en cji.



Cuando un problema satisface la consistencia
de caminos y ademds es nodo-consistente y
arco-consistente se dice que satisface fuertemen-
te la consistencia de caminos (strongly path-
consistent).

Ejemplo. Dado el problema representado me-
diante el grafo de restricciones de la Figura 4,
podemos observar que el problema satisface la
consistencia de caminos ya que cualquier camino
entre un par de nodos lo es.

Figura 4. Consistencia de caminos

5.2. Consistencia Global

A veces es deseable una nocién mas fuerte que
la consistencia local. Decimos que un etiquetado,
construido mediante un algoritmo de consisten-
cia, es globalmente consistente si contiene sola-
mente aquellas combinaciones de valores que for-
man parte de al menos una solucion.

Dado un CSP (X, D, C), se dice que es global-
mente consistente siy sélosiVe, € X,Va € D;,
x; = a forma parte de una solucién del CSP.

Un etiquetado globalmente consistente es una re-
presentacién compacta y conservadora de todas
las soluciones admitidas por un CSP. Es correcto
en el sentido de que el etiquetado nunca admite
una combinacién de valores que no desemboque
en una solucién. Es completo en el sentido de que
todas las soluciones estan representadas en él. En
una red de restricciones globalmente consistente
la busqueda puede llevarse a cabo sin backtrac-
king [15].

En general, un etiquetado globalmente con-
sistente puede requerir de forma explicita re-
presentar restricciones para todas las variables
del problema, es decir, generar etiquetas n —
1—dimensionales para un problema de talla n for-
zando la n—consistencia. Esta tarea tiene una
complejidad exponencial en el peor caso. Para cla-
ses especiales de problemas, niveles bajos de con-
sistencia son equivalentes a la consistencia global.
Estos resultados permiten a los algoritmos po-
linémicos llevar a cabo etiquetados globalmente
consistentes. Los podemos resumir en los siguien-
tes:

= La Arco-consistencia es equivalente a la
consistencia global cuando la red de restric-
ciones es un arbol [15].

= La consistencia de caminos es equivalente
a la consistencia global cuando el CSP es
convexo® y binario [10][36].

6. Algoritmos de Bisqueda

Los algoritmos de Backtracking es la base funda-
mental de los algoritmos de busqueda sistemati-
ca para la resolucién de CSPs. Estos algoritmos
buscan a través del espacio de las posibles asig-
naciones de valores a las variables garantizando
encontrar una solucién, si es que existe, o demos-
trando que el problema no tiene solucién, en caso
contrario. Es por ello por lo que se conocen co-
mo algoritmos completos. Los algoritmos incom-
pletos, que no garantizan encontrar una solucién,
también son muy utilizados en problemas de sa-
tisfaccién de restricciones y en problemas de op-
timizacion debido a su mayor eficiencia y el alto
coste que requiere una btisqueda completa. Estos
algoritmos incluyen algoritmos genéticos, bisque-
da tab1, etc.

En la literatura se han desarrollado muchos algo-
ritmos de busqueda completa para CSPs binarios.
Algunos ejemplos son: ’backtracking cronolégico’,
"backjumping’ [20], ’conflict-directed backtrac-
king’ [31], "backtracking dindmico’ [22], *forward-
checking’ [23], 'minimal forward checking’ [11],
algoritmos hibridos como forward checking con
conflict-directed backtracking [31] y 'mantenien-
do arco-consistencia’ (MAC) [20] [33]. Una revi-
sién de estos algoritmos puede verse en [27].

3Un CSP es convexo cuando sus restricciones determinan un espacio de soluciones convexo.



Algunos de los algoritmos anteriores se han exten-
dido a CSP no binarios. Por ejemplo hay varias
extensiones de forward checking para problemas
no binarios [5]. Ademéds MAC se ha extendido a
un algoritmo que mantiene la arco-consistencia
generalizada sobre restricciones de cualquier ari-
dad. En esta seccién discutimos algunos de los
algoritmos de buiisqueda mas comunes.

7. El Arbol de Bisqueda

Las posibles combinaciones de la asignacion de
valores a las variables en un CSP genera un es-
pacio de busqueda que puede ser visto como un
arbol de biisqueda. La busqueda mediante back-
tracking en un CSP corresponde a la tradicional
exploracion primero en profundidad en el arbol
de busqueda (Figura 5). Si asumimos que el or-
den de las variables es estatico y no cambia du-
rante la busqueda entonces el nodo en el nivel k
del arbol de buisqueda representa un estado donde
las variables 1, ...,z estdn asignadas y el resto
ZTk41, ..., Tn DO lo estdn. Nosotros podemos asig-
nar cada nodo en el arbol de bisqueda con la tu-
pla consistente de todas las asignaciones llevadas
a cabo. La raiz del arbol de bisqueda represen-
ta la tupla vacia, donde ninguna variable tiene
asignado valor alguno.

(_5'5'

0-) /©> (1

)
(0’0;') (1715')

(0,0,0) (1,1,1)

Figura 5. El Arbol de bisqueda

Los nodos en el primer nivel son 1 — tuplas que
representan estados donde se les ha asignado un
valor a la variable z;. Los nodos en el segundo
nivel son 2 — tuplas que representan estados don-
de se le asignan valores a las variables =1 y zo,
y asi sucesivamente. Si n es el nidmero de varia-
bles del problema, los nodos en el nivel n, que
representan las hojas del arbol de bisqueda, son
n —tuplas, que representan la asignacién de valo-
res para todas las variables del problema. De esta
manera, si una n — tupla es consistente, entonces

es solucién del problema. Un nodo del arbol de
busqueda es consistente si la asignacién parcial
actual es consistente, o en otras palabras, si la
tupla correspondiente a ese nodo es consistente.
Los nodos que se encuentran proximos a la raiz,
se les llama nodos superficiales. Los nodos préxi-
mos a las hojas del arbol de busqueda se le llaman
nodos profundos.

La Figura 5 muestra un ejemplo con tres variables
y cuyos dominios son 0 y 1. Cada variable corres-
ponde a un nivel en el arbol. En el nivel 0 no se
ha hecho ninguna asignacién, por lo que se re-
presenta mediante la tupla (—, —, —). Los demds
nodos corresponden a tuplas donde al menos se
ha asignado una variable. Por ejemplo el nodo
hoja que se encuentra a la derecha en el arbol
de busqueda es el nodo (1,1,1), donde todas las
variables toman el valor 1. En la busqueda pri-
mero en profundidad del arbol de busqueda, la
variable correspondiente al nivel actual se llama
variable actual. Las variables correspondientes a
niveles menos profundos se llaman variables pa-
sadas. Las variables restantes que se instanciaran
mas tarde se llaman variables futuras. Mas deta-
lles y especificacion de algunos de estos algoritmos
pueden también verse en esta misma monografia

[25].

7.1. Backtracking Cronolégico

El algoritmo de bisqueda sistematica para resol-
ver CSPs es el Algoritmo de Backtracking Cro-
noldgico (BT). Si asumimos un orden estatico de
las variables y de los valores en las variables, este
algoritmo trabaja de la siguiente manera. El algo-
ritmo selecciona la siguiente variable de acuerdo
al orden de las variables y le asigna su proximo
valor. Esta asignacién de la variable se comprueba
en todas las restricciones en las que forma parte
la variable actual y las anteriores. Si todas las res-
tricciones se han satisfecho, el backtracking cro-
nolégico selecciona la siguiente variable y trata de
encontrar un valor para ella de la misma mane-
ra. Si alguna restriccién no se satisface entonces
la asignacién actual se deshace y se prueba con
el préximo valor de la variable actual. Si no se
encuentra ningin valor consistente entonces te-
nemos una situacién sin salida (dead-end) y el
algoritmo retrocede a la variable anteriormente
asignada y prueba asigndndole un nuevo valor. Si
asumimos que estamos buscando una sola solu-
cién, el backtracking cronoldgico finaliza cuando
a todas las variables se les ha asignado un va-
lor, en cuyo caso devuelve una solucién, o cuando



todas las combinaciones de variable-valor se han
probado sin éxito, en cuyo caso no existe solucién.

Es facil ver como el backtracking cronolégico pue-
de ser generalizado a restricciones no binarias.
Cuando se prueba un valor de la variable actual,
el algoritmo comprobara todas las restricciones en
las que sélo forman parte la variable actual y las
anteriores. Si una restriccién involucra a la varia-
ble actual y al menos una variable futura, enton-
ces esta restricciéon no se comprobara hasta que se
hayan comprobado todas las variables futuras de
la restriccién. Por ejemplo, si nosotros tenemos las
restricciones z1 + zo + 23 <5y x1+x3+x4 <0
y x3 es la variable actual entonces el backtrac-
king cronolégico comprobard la primera restric-
cién, pero deberd esperar hasta que tratemos de
instanciar x4 antes de comprobar la segunda res-
triccion.

El backtracking cronoldgico es un algoritmo muy
simple pero es muy ineficiente. El problema es que
tiene una visién local del problema. Sélo com-
prueba restricciones que estdn formadas por la
variable actual y las pasadas, e ignora la relacién
entre la variable actual y las futuras. Adem4s, es-
te algoritmo es ingenuo en el sentido de que no
‘recuerda’ las acciones previas, y como resultado,
puede repetir la misma accién varias veces inne-
cesariamente. Para ayudar a combatir este pro-
blema, se han desarrollado algunos algoritmos de
buisqueda mas robustos. Estos algoritmos se pue-
den dividir en algoritmos look-back y look-ahead,
que describiremos a continuacién.

7.2. Algoritmos Look-Back

Los algoritmos look-back tratan de explotar la
informacién del problema para comportarse mas
eficientemente en las situaciones sin salida. Al
igual que el backtracking cronolégico, los algo-
ritmos look-back llevan a cabo la comprobacién
de la consistencia hacia atrds, es decir, entre la
variable actual y las pasadas. Veamos algunos al-
goritmos look-back.

7.2.1. Algoritmos look-back

Backjumping(BJ) [20] es un algoritmo para CSPs
parecido al backtracking cronolégico excepto que
se comporta de una manera maés inteligente cuan-
do encuentra situaciones sin salida. En vez de re-
troceder a la variable anteriormente instanciada,

BJ salta a la variable mds profunda (més cerca
de la variable actual) x; que esta en conflicto con
la variable actual z; donde 7 < . Decimos que
una variable instanciada x; estd en conflicto con
una variable x; si la instanciacién de x; evita uno
de los valores en z; (debido a la restriccién entre
x; y x;). Cambiar la instanciacién de z; puede
hacer posible encontrar una instanciacién consis-
tente de la variable actual.

Conflict-directed Backjumping(CBJ) [31] tiene un
comportamiento de salto hacia atras mas sofisti-
cado que BJ. Cada variable x; tiene un conjunto
conflicto formado por las variables pasadas que
estdn en conflicto con z;. En el momento en el
que la comprobacién de la consistencia entre la
variable actual z; y una variable pasada z; falla,
la variable x; se afiade al conjunto conflicto de
x;. En una situacién sin salida, CBJ salta a la
variable més profunda en su conjunto conflicto,
por ejemplo x, donde k < i. Al mismo tiempo se
incluye el conjunto conflicto de x; al de xy, por lo
que no se pierde ninguna informacién sobre con-
flictos. Obviamente, CBJ necesita unas estructu-
ras de datos mas complicadas para almacenar los
conjuntos conflicto.

Learning [17] es un método que almacena las
restricciones implicitas que son derivadas duran-
te la busqueda y las usa para podar el espa-
cio de busqueda. Por ejemplo cuando se alcan-
za una situacién sin salida en la variable z;
entonces sabemos que la tupla de asignaciones
(z1,a1), ..., (i—1,a;-1)) nos lleva a una situacién
sin salida. Asi, nosotros podemos aprender que
una combinacién de asignaciones para las varia-
bles =1, ..., x;_1 no esta permitida.

7.3. Algoritmos look-ahead: For-
ward Checking

Como ya indicamos anteriormente, los algoritmos
look-back tratan de reforzar el comportamiento
de BT mediante un comportamiento mas inteli-
gente cuando se encuentran en situaciones sin sa-
lida. Sin embargo, todos ellos todavia llevan a ca-
bo la comprobacion de la consistencia solamente
hacia atrds, ignorando las futuras variables. Los
algoritmos Look-ahead hacen una comprobacién
hacia adelante en cada etapa de la busqueda, es
decir, ellos llevan a cabo las comprobaciones para
obtener las inconsistencias de las variables futu-
ras involucradas ademads de las variables actual y
pasadas. De esa manera, las situaciones sin salida
se pueden identificar antes y ademas los valores



inconsistentes se pueden descubrir y podar para
las variables futuras.

7.3.1. Forward Checking

Forward checking (FC) [23] es uno de los algo-
ritmos look-ahead méas comunes. En cada etapa
de la busqueda, FC comprueba hacia adelante la
asignacion actual con todos los valores de las fu-
turas variables que estan restringidas con la va-
riable actual. Los valores de las futuras variables
que son inconsistentes con la asignaciéon actual
son temporalmente eliminados de sus dominios. Si
el dominio de una variable futura se queda vacio,
la instanciaciéon de la variable actual se deshace
y se prueba con un nuevo valor. Si ningun valor
es consistente, entonces se lleva a cabo el back-
tracking cronoldgico. FC garantiza que, en cada
etapa, la solucién parcial actual es consistente con
cada valor de cada variable futura. Ademads cuan-
do se asigna un valor a una variable, solamente se
comprueba hacia adelante con las futuras varia-
bles con las que estan involucradas. Asi mediante
la comprobacion hacia adelante, FC puede iden-
tificar antes las situaciones sin salida y podar el
espacio de bisqueda. El proceso de forward chec-
king se puede ver como aplicar un simple paso de
arco-consistencia sobre cada restriccion que invo-
lucra la variable actual con una variable futura
después de cada asignacién de variable. A conti-
nuacion presentamos el pseudo cédigo de forward
checking.

Proceso Forward-checking

1. Seleccionar x;.
2. Instanciar z; < a; : a; € D;.

3. Razonar hacia adelante (check-forward):

Eliminar de los dominios de las variables,
aun no instanciadas con un valor, aquellos
valores inconsistente con respecto a la ins-
tanciacién x; < a;, de acuerdo al conjunto
de restricciones.

4. Si quedan valores posibles en los dominios
de todas las variables por instanciar, enton-
ces:

» Sii < n, incrementar ¢, e ir al paso (1).

= Si ¢ = n, salir con la solucién.

5. Si existe una variable por instanciar, sin va-
lores posibles en su dominio, entonces re-
tractar los efectos de la asignacion x; < a;:

= Si quedan valores por intentar en D,
ir al paso (2).

= Si no quedan valores:

e Sii > 1, decrementar i y volver al
paso(2).

e Si ¢ =1, salir sin solucién.

Forward checking se ha combinado con algorit-
mos look-back para generar algoritmos hibridos
[31]. Por ejemplo, forward checking con conflict-
directed backjumping (FC-CBJ) [31] es un algo-
ritmo hibrido que combina el movimiento hacia
adelante de FC con el movimiento hacia atras de
CBJ, y de esa manera tiene las ventajas de ambos
algoritmos.

Minimal forward checking (MFC) [11] es una ver-
sion de FC que retrasa llevar a cabo todo la com-
probacion de la consistencia de FC hasta que es
absolutamente necesario. En vez de comprobar
hacia adelante la asignaciéon actual contra todas
las variables futuras, MFC sélo comprueba si la
asignacién actual causa una limpieza de dominios.
Para hacer esto es suficiente comprobar la asigna-
cién actual con los valores de cada variable futu-
ra hasta que se encuentra una que es consistente.
Después, si el algoritmo ha retrocedido, vuelve
atras y lleva a cabo las comprobaciones 'perdi-
das’. Claramente, MFC siempre lleva a cabo a lo
sumo el mismo nimero de comprobaciones que
FC. Resultados experimentales han demostrado
que la ganancia no supera el 10 % [11].

Recientemente Bacchus ha propuesto nuevas ver-
siones de forward checking [1]. Estas versiones
estdn basadas en la idea de desarrollar un me-
canismo de poda de dominios que elimina valores
no sélo en el nivel actual de busqueda, sino que
también en cualquier otro nivel. Bacchus primero
describe una plantilla genérica para implementar
varias versiones de forward checking y después
describe cuatro instanciaciones de esa plantilla
devolviendo nuevos algoritmos de forward chec-
king. Los primeros dos algoritmos, ezxtended for-
ward checking (EFC) y EFC-, tienen la habili-
dad de podar futuros valores que son inconsisten-
tes con asignaciones hechas antes de la asigna-
cién actual pero que no habian sido descubiertas.
Los otros dos algoritmos, conflict based forward
checking (CFFC) y CFFC-, estdn basados en la



idea de los conflictos, al igual que CBJ y learning
para reforzar a FC. CFFC y CFFC- almacenan
los conjuntos conflicto y los usan para podar lo
valores en los niveles pasados de bisqueda. Una
diferencia con CBJ es que los conjuntos conflicto
se almacenan sobre un valor y no sobre una va-
riable, es decir, cada valor de cada variable tiene
su propio conjunto conflicto. Esto permite saltar
més lejos que CBJ.

8. Heuristicas

Un algoritmo de busqueda para la satisfaccién de
restricciones requiere el orden en el cual se van
a estudiar las variables, asi como el orden en el
que se van a instanciar los valores de cada una de
las variables. Seleccionar el orden correcto de las
variables y de los valores puede mejorar notable-
mente la eficiencia de resolucién. También pue-
de resultar importante una ordenacién adecuada
de las restricciones del problema [34]. Veamos las
ma&s importantes heuristicas de ordenacién de va-
riables y de ordenacién de valores.

8.1. Ordenacion de Variables

Experimentos y analisis de muchos investigadores
han demostrado que el orden en el cual las va-
riables son asignadas durante la busqueda puede
tener una impacto significativo en el tamano del
espacio de busqueda explorado. Generalmente las
heuristicas de ordenacién de variables tratan de
seleccionar lo antes posible las variables que mas
restringen a las demads. La intuicién es tratar de
asignar lo antes posible las variables mas restrin-
gidas y de esa manera identificar las situaciones
sin salida lo antes posible y asi reducir el nime-
ro de vueltas atrds. La ordenacion de variables
puede ser estatica y dinamica.

» Las heuristicas de ordenacion de variables
estdticas generan un orden fijo de las va-
riables antes de iniciar la biisqueda, basado
en informacién global derivada del grafo de
restricciones inicial.

= Las heuristicas de ordenacion de variables
dindmicas pueden cambiar el orden de las
variables dindmicamente basdndose en in-
formacion local que se genera durante la
buisqueda.

8.1.1. Heuristicas de ordenacién de varia-
bles estaticas

En la literatura se han propuesto varias heuristi-
cas de ordenacién de variables estdticas. Estas
heuristicas se basan en la informacién global que
se deriva de la topologia del grafo de restricciones
original que representa el CSP.

» La heuristica minimum width (MW) [15]
impone en primer lugar un orden total sobre
las variables, de forma que el orden tiene la
minima anchura, y entonces selecciona las
variables en base a ese orden. La anchura
de la variable x es el nimero de variables
que estan antes de x, de acuerdo a un orden
dado, y que son adyacentes a x. La anchura
de un orden es la maxima anchura de todas
las variables bajo ese orden. La anchura de
un grafo de restricciones es la anchura mini-
ma de todos los posibles ordenes. Después
de calcular la anchura de un grafo de res-
tricciones, las variables se ordenan desde la
ultima hasta la primera en anchura decre-
ciente. Esto significa que las variables que
estan al principio de la ordenacién son las
mas restringidas y las variables que estan al
final de la ordenacién son las menos restrin-
gidas. Asignando las variables més restrin-
gidas al principio, las situaciones sin salida
se pueden identificar antes y ademads se re-
duce el niimero de vueltas atras.

» La heuristica mazimun degree (MD) [9] or-
dena las variables en un orden decreciente
de su grado en el grafo de restricciones. El
grado de un nodo se define como el nime-
ro de nodos que son adyacentes a él. Esta
heuristica también tiene como objetivo en-
contrar un orden de anchura minima, aun-
que no lo garantiza.

» La heuristica mazimun cardinality (MC)
[32] selecciona la primera variable arbitra-
riamente y después en cada paso, selecciona
la variable que es adyacente al conjunto més
grande de las variables ya seleccionadas.

En [9] se compararon varias heuristicas de or-
denacién de variables estéaticas utilizando CSPs
generados aleatoriamente. Los resultados experi-
mentales probaron que todos ellos son peores que
el algoritmo minimum remaining values (MRV),
que es una heuristica de ordenacion de variables
dindmicas que presentaremos a continuacion.



8.1.2. Heuristicas de ordenacién de varia-
bles dinamicas

El problema de los algoritmos de ordenacién
estaticos es que ellos no tienen en cuenta los cam-
bios en los dominios de las variables causados
por la propagacién de las restricciones durante
la busqueda, o por la densidad de las restriccio-
nes. Esto es porque estos heuristicas generalmente
se utilizan en algoritmos de comprobacién hacia
atrds donde no se lleva a cabo la propagaciéon de
restricciones. Se han propuesto varias heuristicas
de ordenacién de variables dindmicas que abor-
dan este problema.

La heuristica de ordenacién de variables dinami-
cas mas comun se basa en el principio de primer
fallo (FF) [23] que sugiere que para tener éxito de-
beriamos intentar primero donde sea mdads proba-
ble que falle. De esta manera las situaciones sin sa-
lida pueden identificarse antes y ademads se ahorra
espacio de busqueda. De acuerdo con el principio
de FF, en cada paso, seleccionariamos la variable
mas restringida. La heuristica FF también cono-
cida como heuristica minimum remaining values
(MRYV), trata de hacer lo mismo seleccionando la
variable con el dominio méas pequeno. Esto se basa
en la intuicién de que si una variable tiene pocos
valores, entonces es mas dificil encontrar un valor
consistente. Cuando se utiliza MRV junto con al-
goritmos de comprobacién hacia atras, equivale a
una heuristica estatica que ordena las variables de
forma ascendente con la talla del dominio antes de
llevar a cabo la busqueda. Cuando MRV se utiliza
en conjuncién con algoritmos forward-checking, la
ordenacién se vuelve dinamica, ya que los valores
de las futuras variables se pueden podar después
de cada asignacién de variables. En cada etapa de
la bisqueda, la préxima variable a asignarse es la
variable con el dominio mas pequeno.

8.2. Ordenacion de Valores

En comparacion, se ha realizado poco trabajo so-
bre heuristicas para la ordenaciéon de valores. La
idea basica que hay detras de las heuristicas de
ordenacién de valores es seleccionar el valor de la
variable actual que mas probabilidad tenga de lle-
varnos a una solucion, es decir identificar la rama
del arbol de bisqueda que sea mas probable que
obtenga una solucién. La mayoria de las heuristi-
cas propuestas tratan de seleccionar el valor me-
nos restringido de la variable actual, es decir, el
valor que menos reduce el nimero de valores 1ti-

les para las futuras variables.

Una de las heuristicas de ordenacién de valores
més conocidas es la heuristica min-conflicts [28].
Bésicamente, esta heuristica ordena los valores de
acuerdo a los conflictos en los que éstos estan in-
volucrados con las variables no instanciadas. Esta
heuristica asocia a cada valor a de la variable ac-
tual, el namero total de valores en los dominios de
las futuras variables adyacentes que son incompa-
tibles con a. El valor seleccionado es el asociado
a la suma més baja. Esta heuristica se puede ge-
neralizar para CSPs no binarios de forma direc-
ta. Cada valor a de la variable z; se asocia con el
numero total de tuplas que son incompatibles con
a en las restricciones en las que estd involucrada
la variable x;. De nuevo se selecciona el valor con
la menor suma. En [24] Keng y Yun proponen
una variacién de la idea anterior. De acuerdo a su
heuristica, cuando se cuenta el nimero de valores
incompatibles para una futura variable xj, éste
se divide por la talla del dominio de zj. Esto da
el porcentaje de los valores ttiles que pierde xj
debido al valor a que actualmente estamos exami-
nando. De nuevo los porcentajes se anaden para
todas las variables futuras y se selecciona el valor
més bajo que se obtiene en todas las sumas.

Geelen propuso una heuristica de ordenacién de
valores a la cual llamé promise [21]. Para cada
valor a de la variable x contamos el nimero de
valores que soporta a en cada variable adyacente
futura, y toma el producto de las cantidades con-
tadas. Este producto se llama la promesa de un
valor. De esta manera se selecciona el valor con
la méaxima promesa. Usando el producto en vez
de la suma de los valores soporte, la heuristica
de Geelen trata de seleccionar el valor que deja
un mayor nimero de soluciones posibles después
de que este valor se haya asignado a la variable
actual. La promesa de cada valor representa una
cota superior del nimero de soluciones diferen-
tes que pueden existir después de que el valor se
asigne a la variable.

En [18] se describen tres heuristicas de ordena-
cién de valores dindmicos inspirados por la intui-
cién de que un subproblema es mas probable que
tenga solucién si no tiene variables que tengan un
sélo valor en su dominio.

s La primera heuristica, llamada heuristica
maz-domain-size selecciona el valor de la
variable actual que crea el maximo domi-
nio minimo en las variables futuras.

» La segunda heuristica, llamada weighted-



maz-domain-size es una mejora de la pri-
mera. Esta heuristica especifica una mane-
ra de romper empates basada en el niime-
ro de futuras variables que tiene una talla
de dominio dado. Por ejemplo, si un valor
a; deja cinco variables futuras con dominios
de dos elementos, y otro valor a; deja siete
variables futuras también con dominios de
dos elementos, en este caso se selecciona el
valor a;.

= La tercera heuristica, llamada point-
domain-size, que asigna un peso (unidades)
a cada valor de la variable actual dependien-
do del nimero de variables futuras que se
quedan con ciertas tallas de dominios. Por
ejemplo, para cada variable futura que se
queda con un dominio de talla uno debido
a la variable a;, se anaden 8 unidades al pe-
so de a;. De esta manera se selecciona el
valor con el menor peso.

9. Otras técnicas de resolu-
cion de CSPs: Métodos es-
tocasticos

Por métodos estocasticos no referimos a las téceni-
cas de busqueda no sistemdéticas e incompletas
incluyendo heuristicas. Ejemplos de este tipo de
técnicas son hill climbing [3], busqueda tabd [19],
enfriamiento simulado y algoritmos genéticos. Es-
tas técnicas pueden considerarse como adapta-
tivas en el sentido de que ellas comienzan su
busqueda en un punto aleatorio del espacio de
buisqueda y lo modifican repetidamente utilizan-
do heuristicas hasta que alcanza la solucién (con
un cierto ndmero de iteraciones). Estos métodos
son generalmente robustos y buenos para encon-
trar un minimo global en espacios de bisqueda
grandes y complejos. En [35], Thornton presenta
el éxitoso uso de algoritmos genéticos y técnicas
de enfriamiento simulado para resolver grandes
sistemas de inigualdades no lineales. El nombre
estocdstico indica, que estos métodos tienen un
aspecto aleatorio que reduce la oportunidad de
converger al minimo local. Sin embargo, pueden
ocurrir situaciones donde el proceso de bisque-
da se encuentra en porciones erréneas del espacio
de soluciones. Esto generalmente requiere que el
sistema reinicie su ejecucién empezando en otro
punto de partida aleatorio. Un estudio mas deta-
llado puede verse en [25].

10. Aplicaciones

La programacion de restricciones se ha aplicado
con mucho éxito a muchos problemas de areas
tan diversas como planificacién, scheduling, ge-
neracién de horarios, empaquetamiento, diseno y
configuracién, diagnosis, modelado, recuperacién
de informacién, CAD/CAM, criptografia, etc.

Los problemas de asignacién fueron quizés el pri-
mer tipo de aplicaciéon industrial que fue resuel-
ta con herramientas de restricciones. Entre los
ejemplos tipicos iniciales figuran la asignacién de
stands en los aeropuertos, donde los aviones de-
ben aparcar en un stand disponible durante la
estancia en el aeropuerto (aeropuerto Roissy en
Paris) [12] o la asignacién de pasillos de salida
en el aeropuerto internacional de Hong Kong [7].
Otro ejemplo es la asignacién de atracaderos en
en el puerto internacional de Hong Kong [30].

Otra area de aplicacién de restricciones tipica es
la asignacion de personal donde las reglas de tra-
bajo y unas regulaciones imponen una serie de
restricciones dificiles de satisfacer. El principal
objetivo en este tipo de problemas es balancear el
trabajo entre las personas contratadas de mane-
ra que todos tengas las mismas ventajas. Existen
sistemas como Gymnaste que se desarrollé para
la generacién de turnos de enfermeras en los hos-
pitales [6], para la asignacién de tripulacién a los
vuelos (British Airways, Swissair), la asignacién
de plantillas en compaiias ferroviarias (SNCF,
Compania de Ferrocarril Italiana) [13] o sistemas
para la obtencién de mallas ferroviarias éptimas
[2].

Sin embargo, una de las areas de aplicacién mas
exitosa de los CSPs con dominios finitos es en los
problemas de secuenciacién o Scheduling, donde
de nuevo las restricciones expresan las limitacio-
nes existentes en la vida real. El software basado
en restricciones se utiliza para la secuenciacién de
actividades industriales, forestales, militares, etc.
En general, el uso de las restricciones en sistemas
complejos de planificacion y scheduling se estd in-
crementando cada vez més debido a las tenden-
cias de las empresas de trabajar bajo demanda.

11. Tendencias

Las dos cuestiones bésicas con respecto a la meto-
dologia CSP son (i) la modelizacién del problema



y (ii) la resolucién de las restricciones. En cuan-
to a la modelizaciéon de problema es importante
contar con un modelo de restricciones que capte
correctamente el problema. En cuanto a la reso-
lucién del problema (obtencién de soluciones) es
importante contar con métodos eficientes y ade-
cuados para la inherente complejidad NP del pro-
blema.

Debido a la gran cantidad de dreas donde se apli-
can la programacion de restricciones, éstos se tie-
nen que adaptar a la topologia de los problemas
que deben manejar. Hay problemas en los que hay
pocas variables pero con restricciones muy com-
plejas, otros con muchas variables y restricciones
binarias, y en la mayoria de los casos son proble-
mas con muchas variables, con grandes dominios
y muchas restricciones.

Las tendencias actuales en la metodologia CSP
pasan por desarrollar técnicas para resolver deter-
minados problemas de satisfaccion de restriccio-
nes basandose principalmente en la topologia de
estos. Entre todas podemos destacar las siguien-
tes:

= Técnicas para resolver problemas sobre-
restringidos, donde la investigacién se cen-
tran en el desarrollo de técnicas para resol-
ver problemas con restricciones hard o re-
queridas y restricciones soft u opcionales.

= Técnicas para resolver problemas con mu-
chas variables y restricciones, donde puede
resultar conveniente la paralelizacién o dis-
tribucién del problema de forma que éste
se pueda dividir en un conjunto de sub-
problemas mas faciles de manejar.

= Técnicas combinadas de satisfaccién de res-
tricciones con métodos de investigacion ope-
rativa con el fin de obtener las ventajas de
ambas propuestas.

= Técnicas de computacién evolutiva, donde
los algoritmos genéticos al igual que las re-
des neuronales, se han ido ganando poco a
poco el reconocimiento de los investigado-
res como técnicas efectivas en problemas de
gran complejidad. Se distinguen por utili-
zar estrategias distintas a la mayor parte
de las técnicas de busqueda clasicas y por
usar operadores probabilisticos més robus-
tos que los operadores deterministicos.

s Otros temas de interés son heuristicas ins-
piradas bioldgicamente, tales como la co-

lonia de hormigas; la optimizacién me-
diante cimulo de particulas; los algoritmos
meméticos, los algoritmos culturales y la
busqueda dispersa, etc.

En esta monografia se incluyen articulos que tra-
taran algunas de las cuestiones anteriormente
planteadas.

12. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado los modelos y
técnicas mas relevantes de un problema de satis-
faccion de restricciones. Ademés hemos introdu-
cido la notacién més importante que vamos a uti-
lizar a lo largo de esta monografia. En ella, hemos
hecho especial hincapié en las restricciones del
CSP, ya que dependiendo de ellas, los problema
adoptan distintas propiedades y por consiguien-
te distintas formas de resolverlos. También hemos
presentado algunos de los niveles de consistencia
existentes en la literatura cuyo objetivo principal
es reducir el espacio de bisqueda. En el siguiente
trabajo, se amplian estas técnicas y se profundiza
aun mas en la inferencia y busqueda en CSPs. Por
otra parte, los CSPs temporales [10] son un tipo
especial de CSP donde las variables representan
primitivas temporales (principalmente asociadas
a puntos de tiempo, intervalos o duraciones). Las
restricciones en este tipo de problema son restric-
ciones temporales entre estas primitivas. Diver-
sos trabajos presentados en esta monografia tra-
tan especificamente sobre CSPs temporales y son
especialmente importantes en dominios de pro-
blemas dinamicos en los que el tiempo juega un
papel crucial. Otros articulos de la monografia
tratan sobre restricciones geométricas, de espe-
cial relevancia en problemas de modelado fisico y
CAD/CAM. Adicionalmente también se incluyen
trabajo sobre tipos especificos de CSPs tales como
CSPs flexibles, borrosos, no binarios, con restric-
ciones logicas, etc. Ademds se incluyen trabajos
en los que se presentan la aplicacién practica de
los CSPs a problemas tales como la diagnosis, la
recuperacién de informacion y el acceso a bases
de datos.
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