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Resumen

Hoy en dia muchos problemas de la vida real se pueden modelar como problemas de satisfacciéon de restric-
ciones (CSPs) no binarias (o n—arias). Por ejemplo en dreas tales como inteligencia artificial, investigacién
operativa, bases de datos y sistemas expertos, la importancia de los CSPs no binarios se estd incrementando
paulatinamente. Sin embargo la mayoria de los investigadores centran su atenciéon en los CSPs binarios,
tal vez por el hecho de que un CSP no binario se puede transformar en uno binario. En este articulo se
presentan las distintas técnicas para transformar los CSPs no binarios en binarios, para el caso de CSPs
discretos, y en ternarios para el caso de CSPs continuos. Ademds se presenta una propuesta de manejo de
CSPs no binarios y continuos. Utilizando esta ultima técnica resolveremos un problema de diagnosis basado
en el andlisis ROC. Este problema se modela como un CSP no binario sobre dominios continuos.

Palabras clave: Problemas de Satisfaccién de Restricciones, CSPs no binarios.

1. Introduccion

Hoy en dia, muchos problemas de la vida real
pueden modelarse como problemas de satisfac-
cién de restricciones (CSPs) y resolverse usando
técnicas de programacion de restricciones. Esto
incluye problemas de areas tales como inteligen-
cia artificial, investigacién operativa, bases de da-
tos, sistemas expertos, etc. Algunos ejemplos son
scheduling, planificacion, razonamiento temporal,
diseno en la ingenieria, problemas de empaqueta-
miento, criptografia, toma de decisiones, etc. Un
gran numero de estos problemas se modelan de
una manera natural mediante el uso de restric-
ciones no binarias. Las restricciones no binarias
son aquellas que constan de cualquier nimero de
variables. El manejo de restricciones no binarias
es un problema NP-completo [15].

El interés actual por el desarrollo e investiga-

cién en técnicas de satisfaccién de restricciones
estd suficientemente contrastado en los diferentes
foros cientificos, bibliografia relevante, aplicacio-
nes destacadas, etc. Particularmente, en la litera-
tura de satisfaccién de restricciones, la necesidad
de manejar restricciones no binarias ha empezado
recientemente a ser reconocido. La mayoria de los
investigadores que trabajan en problemas de sa-
tisfaccién de restricciones centran su atencién en
problemas binarios y discretos por diversos moti-
vos:

» La razén bésica de tratar con restricciones
binarias es por la simplicidad que supone
comparado con las no binarias y también
por el hecho de que todo problema de sa-
tisfaccion de restricciones no binarias pue-
de transformarse en uno binario equivalente
21, 2].

= Ademsds se trabaja principalmente con do-



minios discretos por la reduccién de com-
plejidad que supone trabajar con un con-
junto finito de valores para cada una de las
variables del problema. De esta manera se
puede generar el arbol de bisqueda en un
problema dado, y llevar a cabo el estudio
de la consistencia mediante la busqueda sis-
tematica a través de la exploracién de dicho
arbol.

En el caso de problemas de satisfaccion de res-
tricciones con dominios continuos como los CSPs
numéricos, muchos investigadores también llevan
a cabo una transformacién del problema en el cual
las restricciones n—arias se transforman en res-
tricciones ternarias [27, 14].

Tanto en CSP discretos como continuos, el proce-
so de transformacién puede resultar poco eficien-
te debido a su alto coste computacional. Por lo
tanto, a menudo resulta mas adecuado manejar
las restricciones no binarias de forma directa, de
manera que los problemas mantengan sus formu-
laciones originales.

En general, las dos principales cuestiones con la
que nos encontramos a la hora de resolver un pro-
blema de satisfaccion de restricciones son, prime-
ro, como representar el problema, y segundo como
resolverlo. Por consiguiente en problemas con res-
tricciones no binarias debemos tomar la decisién
de convertir el problema a uno binario (o terna-
rio) o bien dejarlo en su representacién original. Si
convertimos el problema a uno binario (ternario)
entonces podremos aplicar todos los algoritmos y
heuristicas generados para resolver CSPs binarios
(ternarios). Esta opcién ha sido mayoritariamente
seleccionada por la comunidad cientifica.

Sin embargo si mantenemos el problema en su re-
presentacién original, tendremos que usar los al-
goritmos y heuristicas para restricciones no bina-
rias, encontrandonos aqui con falta de respuestas
utiles para el manejo de CSPs no binarios.

Principalmente hay dos técnicas para trasladar
las restricciones no binarias a binarias en CSPs
discretos:

» La codificacién dual, que fue introducida en
la comunidad de CSPs por Dechter y Pearl
[6], donde la idea bésica se capturé de la
investigacion en bases de datos relacionales
[16].

= La codificacién de variables ocultas, que

procede de Peirce quien, en 1933, probo for-
malmente en el campo de la filosofia l6gica
que las relaciones binarias y no binarias tie-
nen el mismo poder de expresividad [18]. Su
método para representar una relacién no bi-
naria mediante una coleccién de restriccio-
nes binarias formé las bases del método de
las variables ocultas.

Ademss, Rossi y otros probaron que un CSP no
binario es equivalente a su transformacion dual
y oculta bajo varias definiciones de equivalencia,
que definiremos a continuacién [21].

En el caso de CSPs numéricos o continuos,
se pueden transformar las restricciones n—arias
en restricciones ternarias [14] de forma que se
mejora la eficiencia de los algoritmos de con-
sistencia tales como 2-consistencia [7, 9], 2B-
consistencia, 3B-consistencia [13] o la consisten-
cia (3,2)—relacional. Esta transformacion sélo es
posible si se permite la introduccién de variables
auxiliares.

Este articulo lo vamos a clasificar en las siguientes
secciones: en la seccién 2 se presentan los diferen-
tes conceptos necesarios de CSPs no binarios. En
la seccién 3 se presentan las diferentes técnicas
de transformacion de CSPs no binarios a bina-
rios: la codificacién dual, la codificaciéon de varia-
bles ocultas, la codificaciéon doble y por ultimo un
algoritmo de transformacién de restricciones no
binarias a ternarias para CSPs continuos. En la
seccién 4 presentamos un método llamado HSA
para manejar CSPs no binarios sobre dominios
continuos. En la seccién 5 presentamos la aplica-
cién de HSA al analisis ROC. Finalmente, en la
seccién 6 presentamos las conclusiones.

2. Definiciones

En esta seccién nos vamos a centrar en los con-
ceptos necesarios y que no estan contemplados en
el articulo de introduccién, para comprender la
notacién que vamos a utilizar en este trabajo.

La equivalencia entre dos CSPs es fundamental a
la hora de transformar un CSP no binario a uno
binario para no desvirtuar el problema, pero pue-
de resultar muy ambiguo dependiendo de aspec-
tos tanto sintdcticos como seménticos. En [21] se
presentan diferentes definiciones de equivalencia.

Una primera definicién ingenua de equivalencia



de CSP podria ser:

s Dos CSPs son equivalentes si ellos tienen
las mismas variables y las mismas restric-
ciones.

Esta propuesta de equivalencia es muy restrictiva.
Por ejemplo, esta propuesta no considera la posi-
bilidad de informacién redundante en las restric-
ciones. Esta redundancia podria provocar, dado
un CSP, un conjunto infinito de CSPs distintos,
simplemente seleccionando uno dado, y anadien-
do informacién redundante. De esta manera, to-
dos los CSPs resultantes representarian el mismo
problema, y por tanto, serian equivalentes. Por lo
tanto, la definicién dada anteriormente no seria
valida.

Para solucionar este problema modificaron la de-
finicién de equivalencia para manejar la redun-
dancia de las restricciones adoptando la siguiente
definicién:

= Dos CSPs son equivalentes si tienen el mis-
mo conjunto de soluciones.

Aqui el significado previsto de soluciéon de un CSP
es el conjunto de todas las asignaciones de las va-
riables a los dominios de tal forma que se satisfa-
gan todas las restricciones del problema. Esta es
la definicién usual de equivalencia de los CSPs y
la méas aceptada por la comunidad cientifica. Asi,
todos los CSPs redundantes, con respecto a uno
dado, se consideran equivalentes. Sin embargo la
redundancia puede ocurrir no sélo en las restric-
ciones sino también en el nimero de variables,
ya que es posible que dos CSPs tengas diferen-
tes variables y que todas ellas se comporten de la
misma manera, es decir, sélo difieren los nombres
de las variables. Tales problemas, que sintdctica-
mente son diferentes, deberian considerarse equi-
valentes siempre que la informacién contenida sea
esencialmente idéntica. En otras palabras, lo tni-
co que importa es la informacién contenida en el
CSP. De acuerdo a este hecho, Rossi y otros pro-
pusieron la siguiente definicién de equivalencia de

CSPs:

s Dos CSPs son equivalentes si son mutua-
mente reducibles.

Asi, dados dos CSPs P, y Ps, se dice que P es
reducible a P, si es posible obtener la solucién

de P; de la solucién de P, mediante el mapeo
de las variables y los valores de un problema a las
variables y los valores del otro problema. Esta de-
finicién contempla la redundancia de restricciones
y de variables y se puede demostrar que es mas
general que las definiciones previas de equivalen-
cia.

Asi, esta definicién de equivalencia, se utilizé en
[21] para probar la equivalencia de CSPs no bina-
rios y binarios, dando importancia a esta trans-
formacion no sélo desde el punto de vista tedrico,
sino también préctico, ya que muchos algoritmos
eficientes sélo se han desarrollado para CSPs bi-
narios. Sin embargo hay que tener en cuenta si es
conveniente manejar el problema no binario co-
mo tal, o es mas conveniente transformarlo a un
CSP binario, resolverlo, y finalmente ser capaz de
devolver la solucion del problema original.

En la literatura de CSPs, la equivalencia entre
CSPs no binarios y binarios se ha estudiado de
una manera superficial. El primer intento formal
para comparar estas dos representaciones deferen-
tes de un mismo problema aparecié en 1933, don-
de Peirce en [18] mostré un ejemplo de una res-
triccién no binaria que no se puede representar
mediante restricciones binarias. De esta manera,
las restricciones binarias y no binarias parecen no
ser equivalentes en general. Mas precisamente, las
restricciones no binarias parecen ser mas potentes
que las binarias. Esto ocurre cuando se ponen res-
tricciones sobre el nimero de variables a utilizar
en el problema transformado, o en la dimensién
de las variables en la nueva representacion.

En el articulo de introduccién ya presentamos una
definicién general de CSP. El problema de satis-
faccion de restricciones no binarias que vamos a
manejar lo podemos definir como un CSP que
consta de una terna (X, D, C) donde:

= X es un conjunto de n variables reales
{xl,...,xn}.

= D es un vector de dominios continuos o dis-
cretos D =< Dq,...,D, >. Cada variable
x; tiene un dominio D; : [l;,u;]. El domi-
nio, continuo o discreto, de una variable es
el conjunto de todos los posibles valores que
se le pueden asignar a esa variable.

= (C es un conjunto finito de restricciones que
la solucién debe satisfacer. Cada restriccion
¢; esté definida sobre un conjunto de varia-
bles {x1, ..., z, } que tomaran valores de sus
respectivos dominios Dy, Ds,...D,,.



2.1. Ejemplo de CSP Generales

Como ejemplos de CSPs generales, es decir CSPs
con restricciones binarias y no binarias con varia-
bles acotadas en dominios discretos y continuos,
vamos a presentar dos ejemplos presentados en
[26] relativo a aspectos de la ingenierfa civil en el
diseno de construcciones.

El primer ejemplo trata del diseno de un puen-
te, donde el trabajo a realizar puede verse como
una combinacién de dos tareas: El diseno concep-
tual que define la estructura que va a tener el
puente asi como sus parametros, y el diseno deta-
llado que encuentra un conjunto de valores para
los pardmetros en la solucién final (ver Figura 1.
En el diseno conceptual se manipulan descripcio-
nes parciales de la obra a realizar, consistiendo en
partes (pilares, cubiertas, arcos del puente, etc) y
propiedades (reglas de construccién, requerimien-
tos artisticos y econdmicos, leyes fisicas, etc...).

FASE CONCEPTUAL
¢ Qué partes?
¢ Qué propiedades?

| LR ?
o Ay
? 7
I’ I
an Representacién simbdlica
Estructura+pardmetros

FASE DE DETALLE I

¢Qué valores?

v

Un disefio que satisfaga las
restricciones y alcance las funciones
deseadas

Figura 1. Paso del diseno al CSP.

Una tarea de diseno se presta naturalmente a una
formulacion de satisfaccién de restricciones. Las
variables representan las partes y elementos del
diseno, mientras que las restricciones expresan las
propiedades que las partes deben satisfacer. Re-
solver tal problema de satisfacciéon de restriccio-
nes significa trasladar la representacion simboli-
ca utilizada en el diseno conceptual a los objetos
reales: las soluciones al CSP determinan si, y den-
tro de qué limites, la descripcion generada en el
diseno conceptual corresponde a una estructura
fisica factible.

a) Solucion por defecto para los arcos dados:
o L b £ —

N [

b) Versién teniendo en cuenta aspectos estéticos
y geotecnolégicos:
-

c) Bases para disefiar los detalles de los pilares:

“Backtracking sobre
los detalles de

disefio de los pilares
) Pilares d2) Pilare ‘ ~

demasiado sobre el d3) ||°I|ares
cerca peralte en el agua

e) Disefio final:
L

EEEErrErET”

Figura 2. Diferentes fases en el diseno de un
puente: (i) cada estado corresponde a un
CSP, (ii) la solucién a un CSP dado impacta
con la naturaleza de otros CSPs. E1 CSP del
estado c¢) no admite solucién si no hay una
ubicacién definida para los pilares del puente.

Para desarrollar un modelo computacional del
proceso de diseno, de acuerdo al paradigma de
la satisfaccion de restricciones, hay que tener en
cuenta diversos factores importantes, tales como:

= El conjunto de variables y restricciones no
es independiente de soluciones particulares.
Por ejemplo en el problema de diseno de la
Figura 2, ir de la solucién a) a la solucién
b) lleva consigo cambiar el nimero de ar-
cos del puente y por lo tanto el nimero de
variables y de restricciones.

= Las variables pueden tomar valores en do-
minios discretos (nimero de pilares, nimero
de arcos, etc...) y dominios continuos (an-
chura de los arcos, longitud de las cubiertas,
altura de los pilares, etc...).

= Se pueden introducir restricciones de ini-
gualdad, restricciones no lineales y por su-
puesto restricciones que involucren a cual-
quier nimero de variables (restricciones no
binarias).

— La primera consideraciéon muestra que el CSP
relativo al diseno del problema no esta determi-
nado a priori antes de comenzar el proceso de
resolucién, por lo que a veces es necesario tra-
bajar con problemas dindmicos o incrementales,



donde hay restricciones y variables que se pueden
modificar, eliminar o anadir.

— La segunda consideracién nos muestra que hay
muchos problemas reales donde se entrelazan do-
minios tanto discretos como continuos, con la con-
siguiente complejidad que ello conlleva.

— La tercera y ultima consideracion se centra en
la posibilidad de manejar restricciones complejas
como pueden ser restricciones no lineales e ini-
gualdades de cualquier aridad.

Por lo tanto debemos tener en cuenta la existen-
cia de problemas reales donde coexisten variables
continuas con variables discretas enmarcadas en
restricciones no binarias, lo que genera la necesi-
dad de desarrollar técnicas de satisfaccion de res-
tricciones capaces de manejar estos tipos de pro-
blemas. Ademaés, desde que los valores numéricos
de los parametros sirven como base de decisiones,
es necesario identificar el espectro de alternati-
vas tan exhaustivamente como sea posible, para
que el espacio de posibilidades pueda explorarse
sistematicamente.

El siguiente ejemplo que se muestra en la Figu-
ra 3, relativo al diseno de edificios, ilustra este
punto de una manera mas precisa. La estructura
del suelo de un edificio estd formada por planchas
de hormigén sobre vigas de acero. Dependiendo
de las medidas de las vigas (longitud (w) y altu-
ra (h)), se pueden generar diferentes alternativas
de diseno (ver Figura 4), cada una involucrando
nuevas variables y restricciones.

omn

viga
Canto del - \
forjado

)

# _Refuerzos

A .
Suelo fexible para evitar Conductos Conductos por Conexiones de Conexiones de

vibraciones atravesando las vigas debajo de las vigas 4ngulo doble  l4mina simple
. b - & -

Figura 3. Un problema de diseno presentando
varias opciones.

Cuando los sistemas de suelo se hacen cada vez
mas delgados, las vibraciones aumentan. Esto re-
quiere instalar refuerzos laterales para flexibilizar
el suelo (Figura 3, opcién -a-). Este es el caso

cuando las dimensiones de las vigas caen en las
regiones 3 y 4 de la Figura 4.

El canto del forjado es el espacio situado entre el
techo de una planta y el suelo de la planta supe-
rior (ver Figura 3). El canto de forjado tiene con
frecuencia una altura fija, y existe una preferencia
general de situar los conductos de la ventilacién
por debajo de las vigas dentro del canto de for-
jado (falso techo) (ver Figura 3, opcién -c-). Sin
embargo para vigas relativamente altas, donde la
altura (h) es mayor de 500mm (regién 4), no hay
espacio suficiente para que los conductos pasen
por debajo de las vigas, por lo que hay que per-
forar las vigas (Figura 3, opcién -b-) para pasar
estos conductos de ventilacion.

Por 1ltimo hay muchas maneras para conectar
una viga con otra. La conexién mas econémica es
por medio de ldminas simples, que son laminas
que se sueldan perpendicular a la viga para co-
nectarse con otra viga o columna (ver Figura 3,
opcidn -e-). Este tipo de conexiones sélo es apro-
piado para una altura de viga menor de 350mm
(regiones 0 y 1). Para alturas de viga més grandes,
se aconseja conexiones de dngulo doble (en forma
de L) (ver Figura 3, opcién -d-) para garantizar
mas la seguridad (regiones 2, 3 y 4).

h (altura de la viga)
%

Vibraciones
-

/]
L L No Vibraciones
o

o onductos atravesando las
SO0mm vigas
F)onductos por debajo de las vigas
==} Conexiones de
350mny =% __ - &ngulodoble
T s s = =

IConexiones de lamina simple

W (longitud de la viga)

Figura 4. Un problema de diseno presentando
varias opciones.

Cuando los valores numéricos de los pardmetros
sirven como base para tomar decisiones e influyen
en el proceso de resolucién completo, la identifica-
cién de una sola solucién que satisfaga el conjunto
de restricciones es con frecuencia insuficiente. En
el ejemplo de la Figura 3, un método matemati-
co tradicional (andlisis numérico, métodos aleato-
rios) generalmente identificarfa una solucién den-
tro de las regiones 0,1,2,3 y 4. Esto obliga al di-
senador a perder mejores alternativas de diseno.



Para tales aplicaciones, es de crucial importan-
cia proporcionar al usuario, o a otras partes del
programa, los rangos o intervalos de valores po-
sibles tan completos y correctos como sea posi-
ble, lo cual permite tomar decisiones racionales.
En este ejemplo resulta importante la consisten-
cia global (ver articulo de introduccién), ya que
la altura y el espacio de las vigas estan enlaza-
dos con otras variables (espesor de la plancha del
suelo) mediante diferentes ecuaciones, incluso no
lineales. La regién 0 resulta ser eventualmente in-
consistente con estas restricciones, pero esto no
siempre es detectable utilizando solamente técni-
cas de consistencia local, permitiéndole asi al di-
senador seleccionar un punto dentro de la region
0 y tomar nuevas decisiones sobre las bases de
una estructura no realizable fisicamente.

3. Técnicas de Transforma-
cion de CSPs no binarios

3.1. Codificacién Dual

En la codificaciéon dual, las restricciones del pro-
blema original se transforman en variables del
nuevo problema y viceversa. Las variables que se
generan de las restricciones originales las llamare-
mos variables duales, y a las variables del proble-
ma original le llamaremos variables originales. El
dominio de cada variable dual es el conjunto de
tuplas que satisfacen la restricciéon original que la
genera. Ademds, hay una restriccién binaria en-
tre dos variables duales v. y v; si y solamente si
las restricciones originales ¢ y ¢ comparten una o
mas variables. Llamaremos a las nuevas restriccio-
nes binarias como restricciones duales. Las nue-
vas restricciones duales prohiben pares de tuplas
donde las variables compartidas tomen valores di-
ferentes.

Vi V4

N\
Ry &Ry

(0,0,1) (0,1,0) (1,0,0) 0,0,0) (0,1,1) (1,0,1)

—

Ry2&R33

. )

00, (10.0)(1,1,1) . OLOCID LD

- @@ - @
V2 V3

Figura 5. Ejemplo de codificacién dual de un
CSP no binario.

Ejemplo. Consideremos el siguiente ejemplo, to-
mado de [29], con seis variables con dominios
0-1 y cuatro restricciones: x1 + x2 + 26 = 1,
T1—T3+T4 = ]., Ta+T5—Tg > 1 Y To+T5—Tg = 0.
La codificacién dual representa este problema con
cuatro variables duales, una para cada restriccion.
Los dominios de estas variables duales son las tu-
plas que satisfacen las respectivas restricciones.
Por ejemplo, la variable dual vs asociada a la ter-
cera restriccién, x4 + x5 — xg > 1, tiene como
dominio (0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1), ya que
estas son las tuplas de valores para (x4,s,2s)
que satisfacen la restriccion. La codificacion dual
del problema se muestra en la Figura 5. R;; es
la restriccion binaria sobre un par de tuplas que
se satisface si y sélo si el i—ésimo elemento de la
primera tupla es igual al j—ésimo elemento de la
segunda tupla. Entre vs y v4 hay una restriccién
de compatibilidad para asegurar que las dos varia-
bles originales en comtn, x5 y xg tienen los mis-
mos valores. Esta restriccién permite solamente
aquellos pares de tuplas que concuerdan con los
elementos segundos y terceros, es decir (1,0,0)
para vz y (0,0,0) para vy.

3.2. Codificacién de Variables
Ocultas

En la codificacién de variables ocultas, el conjun-
to de variables estd formado por todas las varia-
bles del CSP no binario original mas un nuevo
conjunto de variables duales que llamaremos va-
riables ocultas. Al igual que la codificacién dual,
cada variable oculta v, corresponde a una restric-
cién en el problema original. De nuevo, el dominio
de cada variable oculta consta de las tuplas que
satisfacen la restriccién original. Para cada varia-
ble oculta v., hay una restricciéon binaria entre la
variable v, y cada una de las variables originales
x; que estan involucradas en la correspondiente
restriccién original ¢. Cada restriccién especifica
que la tupla asignada a v. es consistente con el
valor asignado a x;.

Considerando de nuevo el ejemplo anterior, don-
de el problema consta de seis variables y cua-
tro restricciones no binarias. En la codificacién
de variables ocultas hay, ademas de las seis varia-
bles originales 0-1, cuatro variables duales con los
mismos dominios que en la codificacién dual. Por
ejemplo, la variable dual asociada con la tercera
restriccién x4 + x5 — g > 1, tiene como dominio

(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1).
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Figura 6. Ejemplo de codificaciéon de variables
ocultas de un CSP no binario.

Adema&s ahora hay restricciones de compatibili-
dad entre vs y x4, entre vz y x5 y entre vz y g,
ya que estas son las variables que estan involu-
cradas en la tercera restriccion. La codificacién
de variables ocultas de este problema se muestra
en la Figura 6. La restricciéon binaria r; actia so-
bre una tupla y un valor, dando verdadero si y
solo si el elemento i—ésimo de la tupla es igual
al del valor. Por ejemplo, la restriccién de com-
patibilidad 71 entre vz y x4 es cierta si y sélo si
el primer elemento de la tupla asignada a wvs es
igual al valor de x4.

3.3. Codificacién Doble

En [29] se propone una codificacién llamada co-
dificacion doble en la cual se mezclan tanto la
codificacién dual como la codificaciéon de varia-
bles ocultas. Al igual que la codificacién de va-
riables ocultas, la codificacién doble tiene tanto
variables originales como variables duales (ocul-
tas). Ademds se mantienen ambos tipos de res-
tricciones: las restricciones entre variables duales,
(como en la codificacién dual), y las restricciones
entre variables duales y variables originales, (co-
mo en la codificacién de variables ocultas). En la
codificacién doble, se tiene una poda extra de la
alcanzada en la codificacién dual. Ademds se pue-
de ramificar sobre las variables originales como en
la codificacion de las variables ocultas, mediante
heuristicas de ramificacion que pueden ser capa-
ces de comportarse mejor sobre estas variables
que sobre las duales que pueden tener potencial-
mente grandes dominios.

Dado el grafo de restricciones correspondiente a
la codificacién de variables ocultas, se seleccionan
los caminos de longitud 2 entre cada par de va-
riables duales v, y v,. Estos caminos se eliminan

(si no forman parte de otro camino) y se reem-
plazan por una restriccion formada por la com-
posicién de las relaciones de los arcos borrados.
Cuando alguna de las variables originales se que-
da aislada del resto en el grafo de restricciones
o conectada con sélo una variable dual, se puede
eliminar con seguridad. Aplicando estas transfor-
maciones de simplificacién a cada par de variables
duales, transformariamos la codificaciéon de varia-
bles ocultas en la codificacién dual. Sin embargo
a veces resulta conveniente quedarse en un punto
intermedio de manera que se pueda aprovechar
las ventajas de cada codificacién.

vy \2

(0,0,1) (0,1,0) (1,0,0)

(0,1,0) (1,0,0) (1,1,0)

(0.0.1) (1,0,0) (1,1,1) (L)

V2 V3

Figura 7. Paso intermedio entre codificacion
de variables ocultas y codificacién dual de un
CSP no binario.

Por ejemplo, consideremos la codificacién de va-
riables ocultas de la Figura 6. Tomemos el par de
variables duales vy y v3. La variable x4 es la tinica
variable que enlaza, como camino de longitud 2,
las variables vy y v3. Se eliminan las restricciones
r3 y r1 que conectan con x4 y se anade una nue-
va relaciéon Rs3; que es la composicién de las dos
relaciones r3 y 1. Como x4 se queda aislada del
resto del grafo, se elimina sin mas. A continua-
ciéon tomamos otro par de variables duales, por
ejemplo v1 y v4. Hay dos caminos de longitud dos
entre v1 v vyq. El camino entre vy y vq via zo tie-
ne las restricciones r9 y 71, por lo que induce una
restriccién Rap entre vy y vy eliminandose el cami-
no anterior. De la misma manera el camino entre
v1 v vq via xg tenia ambas restricciones etique-
tadas como r3, por lo que induce una restriccién
R33 entre v1 v v4. En este caso no se elimina el
camino anterior porque sus arcos forman parte
de otros caminos. Por lo tanto la restriccién in-
ducida entre las variables vy y vg serd la unién
de ambas Rg1& R33. Asi ahora podemos borrar la
variable x5 y también la variable x3 ya que sélo
estd conectada con una variable dual vy. Hasta
este momento el grafo de restricciones resultante
es el que se muestra en la Figura 7.



3.4. Inconvenientes

La transformacion de un problema no binario en
uno binario no estd en absoluto exento de incon-
venientes, ya que en muchos casos las restricciones
n—arias pierden una parte crucial de su claridad
expresiva cuando se traslada a conjuntos de res-
tricciones binarias. Ademsds, la eficiencia de trans-
formar restricciones no binarias en binarias no se
ha estudiado adecuadamente. En la practica, es-
ta transformacion puede ser poco eficiente debido
a su alto coste computacional haciendo que con
frecuencia esta transformacion sea impracticable
[12, 4]. El proceso de transformacién genera nue-
vas variables, las cuales pueden tener dominios
muy grandes, causando unos requerimientos de
memoria extra para los algoritmos que lo resuel-
ven. Por ello, en algunos casos, resolver el proble-
ma binarizado puede resultar muy ineficiente [2].
Ademis, esta binarizacion forzada puede generar
una formulacién poco natural causando unas difi-
cultades extras para las interfaces de los resolve-
dores de restricciones con el usuario humano [5].

Por ejemplo un serio inconveniente de estas trans-
formaciones es que si las restricciones no bina-
rias estan representadas implicitamente, las codi-
ficaciones anteriores podrian tener una compleji-
dad exponencial tanto en espacio como en tiem-
po. Por ejemplo, si una restriccién no binaria so-
bre x1, ..., T, se representa mediante una funcién
f(x1,...,xy,), la cual devuelve verdadero si la asig-
naciéon de las variables satisfacen la restriccién,
en la codificacién dual (oculta), cada tupla con-
sistente en una restriccién se transforma en un
valor del dominio de la correspondiente variable
dual (oculta). Esto puede llevar consigo un niime-
ro exponencial de pasos para encontrar esas tu-
plas asi como una cantidad exponencial de espacio
para almacenar estas tuplas en el dominio de la
variable dual (oculta).

3.5. Transformacion a restricciones
ternarias

Es conveniente en CSPs numéricos transformar
las restricciones n—arias en restricciones ternarias
de forma que se mejore la eficiencia de los algo-
ritmos de consistencia como 2-consistencia [7, 9],
2B-consistencia, 3B-consistencia [13] y consisten-
cia (k, k — 1)-relacional [26] donde k es la aridad
de las restricciones.

En general, cualquier expresién matematica cons-

truida mediante operadores unarios y binarios
puede reescribirse de forma ternaria introducien-
do una variable auxiliar para cada resultado inter-
mediario generado mediante un operador binario.
Este método genera muchas variables auxiliares.
Por lo tanto no se han generado algoritmos practi-
cos para llevar a cabo la tarea de transformacién
de un CSP numérico en uno ternario de forma
automatica, por lo que esta transformacion se lle-
va a cabo con frecuencia a mano [14].

Los algoritmos de consistencia mencionados ante-
riormente dependen fundamentalmente del niime-
ro de variables del CSP, por lo que es necesario el
uso de algoritmos que durante la transformacién
generen pocas variables auxiliares. Por la misma
razon, es interesante comprobar la posibilidad de
eliminar variables innecesarias del CSP original,
ya que muchas veces, cuando se formaliza un pro-
blema se utilizan variables intermediarias y cons-
tantes para hacer el CSP mds legible y reutiliza-
ble. Sin embargo, cuando se trata de obtener la
consistencia del problema, puede ser beneficioso
la eliminacién de tales variables.

En [26] se demuestra que para un CSP de ari-
dad k, dédndose ciertas restricciones de convexi-
dad parcial, la consistencia (k,k — 1)—relacional
es equivalente a la consistencia global, es decir
todas las soluciones se pueden encontrar sin la
necesidad de backtracking. Forzar la consisten-
cia (k, k — 1)—relacional requiere un algoritmo de
complejidad O(n?*~1) donde n es el nimero de
variables del CSP. Debido a que esta complejidad
es exponencial en k, transformar un CSP numéri-
co en uno de baja aridad antes de llevar a cabo
la consistencia (k, k — 1)—relacional tiene la posi-
bilidad de acelerar el célculo.

En [14], Lottaz presenta un método para trans-
formar los CSPs numéricos en términos de res-
tricciones ternarias introduciendo variables auxi-
liares. Veamos a continuacién la forma en la que
propone llevar a cabo esta transformacion.

Los CSPs numéricos cuyas restricciones son ex-
presiones matematicas que utilizan operadores
unarios y binarios pueden transformarse en res-
tricciones de baja aridad introduciendo variables
auxiliares para los resultados intermediarios de
todos los operadores binarios de una restriccion.
En la Figura 8 podemos observar como una res-
tricciéon 5-aria se transforma en un conjunto de
restricciones ternarias.



aux, =3x,+2x, aux, =5x, =x,

3x, +2x, +5x; —x, +2xg 57[, aux, +5x; = x, +2x, <7 "—»{ qux, +aux, +2x; <7

Figura 8. Transformaciéon de una restricciéon
5-aria en ternarias.

Asi la aridad de las restricciones se puede redu-
cir a tres a cambio de incrementar el niimero de
variables (variables auxiliares) y de restricciones
(las definiciones de variables auxiliares). Una res-
triccién que define una variable auxiliar que ac-
tualmente ayuda a reducir la aridad de otra res-
triccién tiene al menos aridad tres. En caso con-
trario, la variable auxiliar reemplazaria una ex-
presién que depende solamente de una variable
por una nueva variable, por lo que no reduciria
la aridad de ninguna restriccién. De esta manera,
un CSP numérico transformado de esta manera
que hemos resumido puede reducirse reemplazan-
do operadores binarios por variables auxiliares.

Por lo tanto, por un lado, decrementando la ari-
dad del CSP antes de llevar a cabo la consistencia
(k, k — 1)—relacional reduce la complejidad com-
putacional y por el otro lado hay un intercam-
bio entre decrementar la aridad e incrementar el
nimero de variables del CSP para alcanzar una
aridad menor. De esta manera para decidir si me-
rece la pena transformar el CSP en uno de aridad
menor, tenemos que estimar el nimero de varia-
bles que se crearan en la transformacién. Tenien-
do en cuenta que la complejidad computacional
de la consistencia (k,k — 1)—relacional es expo-
nencial con respecto a k, el autor solamente consi-
dera el caso cuando la aridad se reduce al maximo,
es decir, a tres.

En el peor caso, transformar un CSP numéri-
co de aridad £ > 3 en forma ternaria requie-
re la adicién de O(m) variables auxiliares, don-
de m es el niimero de operadores binarios en el
CSP. En este caso la complejidad O((n+m)®) pa-
ra la consistencia (3,2)—relacional sobre el con-
junto de restricciones transformadas se compara
con la complejidad O(n?*~1) para la consistencia
(k,k — 1)—relacional del CSP original. En pro-
blemas practicos la influencia exponencial de k
puede ser que tenga un peso mucho mayor que la
influencia polinomial de m.

Dado que cualquier CSP numérico especificado
mediante expresiones matematicas con operado-
res unarios y binarios puede ser transformado en

un CSP ternario, se han generado varios algorit-
mos de consistencia para CSP numéricos con res-
tricciones ternarias [7, 9, 13].

4. CSPs no binarios con do-
minios continuos

Como ya hemos apuntado, la mayoria de la in-
vestigacién realizada se ha centrado en problemas
binarios debido principalmente a la sencillez que
supone comparado con las no binarias y por la po-
sibilidad de transformacién a uno binario equiva-
lente [21]. Ademds cuando se manejan las restric-
ciones en su formulacién original (no binarias) y
éstas son restricciones globales, la complejidad se
incrementa sustancialmente, e incluso se pueden
hacer impracticable los algoritmos de preproceso
que vimos en el capitulo de introduccién, para al-
canzar ciertos niveles de consistencia. Ademds, en
muchas aplicaciones reales se intenta extraer del
CSP la méaxima informacién posible, por lo que
no es suficiente obtener la consistencia del proble-
ma, sino que a veces es interesante obtener cierta
informacién sobre las soluciones del CSP, los do-
minios minimos de ciertas variables del problema,
etc.

En esta secciéon presentamos un algoritmo para
la resolucién de CSPs no binarios sobre domi-
nios continuos que obtiene ademas la consisten-
cia global del problema. Este algoritmo lo lla-
maremos HSA [23, 25] (Hyper-polyhedron Sear-
ch Algorithm) o Algoritmo de Busqueda Hiper-
poliédrica, debido a que el algoritmo lleva a cabo
su ejecucién mediante un hiper-poliedro o polito-
po. Este algoritmo lo podemos considerar como
un resolutor de CSPs numéricos, ya que los do-
minios de las variables son intervalos en R y las
restricciones se representan como expresiones ma-
tematicas. El objetivo de este algoritmo no se cen-
tra solamente en la obtencién de la consistencia
global del problema sino que trata de alcanzar los
objetivos antes comentados para obtener la maxi-
ma informacion posible del problema.

A grandes rasgos este algoritmo trabaja de la
siguiente manera: dados los dominios de las va-
riables, el algoritmo genera un politopo a partir
del producto cartesiano de dichos dominios. Este
politopo convexo mantendra en todo momento el
conjunto de soluciones del problema, y se ird ac-
tualizando a medida que las restricciones no bi-
narias van siendo analizadas.



4.1. Especificacion general de HSA

HSA lo consideramos inicialmente como un resol-
vedor o resolutor de CSPs estatico, donde hay un
conjunto inicial de restricciones que la solucién
debe de satisfacer. En la Figura 9 se presenta el
comportamiento general de HSA. Este esquema
se divide en cuatro pasos: generacion del polito-
po; estudio de la consistencia con las restriccio-
nes de inigualdad; actualizacién del politopo; y
estudio de la consistencia con las restricciones de
desigualdad.

( 1

. (Paso 1)
Dominio de las Variables Creacién del
% € [[' Ui ] Politopo

(Paso 3)
Restricciones No Actualizacion del
ini| Politopo

§ N

Problema
no consistente

—

l (Paso 4)
Consistencia con
Restricciones (#)

- Consistencia
- Una o varias Soluciones

- Dominios Minimos
- Funcién Multi-objetivo

Figura 9. Especificacion Grafica de HSA.

El paso 1 siempre se lleva a cabo en todos los
CSPs. El paso 2 y 4 se llevan a cabo cuando exis-
ten restricciones de inigualdad y de desigualdad
respectivamente. El paso 3 se lleva a cabo cuan-
do la restriccién en estudio es consistente y no
redundante.

HSA genera un politopo inicial (Paso 1) median-
te el producto cartesiano de los limites de los
dominios de las variables (D1 x Dy X ... X Dy,)
cuyos vértices son: vy = (l1,la,...;ln), e, ¥; =
(ll, 127 ceey lj, Ujt1y ey Un),..., Von = (Ul, Uy ..y Un).
Estos vértices se almacenan en una lista llamada
ListV. Una vez generado el politopo, HSA pasa
a estudiar la consistencia de las restricciones del
problema. Para ello, HSA analiza primero las res-
tricciones de inigualdad (<) y a continuacién si
el problema es consistente, estudia las restriccio-
nes de desigualdad (#). Para cada restriccién de
inigualdad, HSA lleva a cabo la comprobacién de
la consistencia (Paso 2). Para ello, el algoritmo
comprueba si los vértices del poliedro satisfacen
la restriccién en estudio, almacenando los vértices
factibles en una lista auxiliar llamada L; y los no
factibles en una lista llamada L,,,. Si al menos un
vértice es consistente, es decir Ly.s # ¢, entonces

la restriccién es consistente. Si la restriccion de in-
igualdad no es consistente, es decir Ly.; = ¢, en-
tonces HSA devuelve problema no consistente’ y
finaliza la ejecucién. Sin embargo si la restriccién
es consistente, HSA estudia si la restriccién es o
no redundante, actualizando el politopo (Paso 3)
en el caso de que no lo fuera (L,, # ¢). La actua-
lizacién sélo se lleva a cabo cuando la restriccién
es consistente y no redundante, ya que es cuando
tinicamente la inigualdad intersecta al politopo
actual. Cuando todas las restricciones de inigual-
dad se han analizado y el problema es consistente,
se lleva a cabo la comprobacién de la consistencia
con las restricciones de desigualdad (Paso 4). En
este caso el politopo no se actualiza, ya que las
restricciones de desigualdad son hiperplanos que
pueden intersectar o no al poliedro, pero a lo su-
mo so6lo eliminan del politopo un hiperplano, por
lo que hay que estudiar las consecuencias de dicha
interseccién [24].

Una vez finalizada la comprobacion de la consis-
tencia de las restricciones de inigualdad y de de-
sigualdad, HSA devuelve al usuario informacién
relevante para el usuario como la consistencia del
problema, una, varias o las soluciones extremas
del problema, los dominios minimos de las varia-
bles, etc.

Ademis, cuando HSA finaliza su comportamiento
estatico, como clasico resolvedor de CSPs, donde
sélo se han estudiado las restricciones de entrada
del problema, HSA puede estudiar la consisten-
cia de nuevas restricciones que se inserten en el
problema de forma incremental. Este estudio de
la consistencia de las nuevas restricciones se lleva
a cabo sin la necesidad de iniciar todo el proceso
de nuevo, ya que tan sélo se estudia la consisten-
cia de las nuevas restricciones insertadas con el
politopo resultante en la etapa de CSP clésico.

Teorema El algoritmo HSA es un algoritmo com-
pleto y correcto [22].

La complejidad espacial de HSA viene dada por
la siguiente expresion:
O(max{2",nc<,c%}) = O(2")

La complejidad temporal es:

O@2")+c<-02™) +cx-0(2") = 0(2™).

5. Aplicacién al analisis ROC

En esta seccion vamos a presentar el planteamien-
to general de un problema de decisién que final-



mente se modela como un CSP no binario sobre
dominios continuos. Esto ocurre en muchos pro-
blemas reales donde hay que tomar decisiones pa-
ra llevar a cabo una accién u otra. Para ello se
utilizan los llamados clasificadores, que hacen pre-
dicciones sobre dichas decisiones utilizando para
ello experiencias previas. Sin embargo, debido a
que las predicciones pueden ser erréneas, es im-
portante conocer cual es su efecto, cuando éstas
son incorrectas. En muchas situaciones los erro-
res tienen distintas consecuencias. Algunos erro-
res tienen unos costes mas elevados que otros,
especialmente en el campo de la diagnosis. Por
ejemplo, un tratamiento o diagnosis erréneo pue-
de tener diferentes costes y peligros dependiendo
del tipo de error que se ha producido. Obviamen-
te, los costes de cada clasificacién errénea son de-
pendientes del problema, pero casi nunca se da el
caso de que ellos sean uniformes para un solo pro-
blema. Consecuentemente, la precisién o el error
no es generalmente la mejor manera para evaluar
la calidad de un clasificador o de un algoritmo de
aprendizaje.

El aprendizaje sensible al coste es una generali-
zacion mas realista del aprendizaje predictivo, y
los modelos sensibles al coste permiten una me-
jor toma de decisiones. La calidad de un mode-
lo se mide en términos de minimizacién de coste
mas que en términos de minimizacion de errores.
Cuando se proporcionan a priori las matrices de
coste, es decir, antes de que el aprendizaje tenga
lugar, las matrices tienen que explotarse comple-
tamente para obtener modelos que minimicen el
coste. Sin embargo, en muchas circunstancias, los
costes no son conocidos a priori o los modelos
ya estdn seleccionados. El andlisis ROC (Recei-
ver Operating Characteristic) [19, 30, 20] ha de-
mostrado ser muy util para la evaluacién de los
clasificadores cuando la matriz de coste no era
conocida en la construccién de los clasificadores.
El andlisis ROC proporciona herramientas para
seleccionar un conjunto de clasificadores que se
comportarian éptimamente y para rechazar algu-
nos otros clasificadores menos ttiles. Para hacer
esto, se construye la envoltura convexa de todos
los clasificadores, dando una curva que junto a
los ejes genera un politopo convexo. esto se pue-
de realizar de manera sencilla para clasificadores
binarios (2 clases) pero hasta el momento no se ha
presentado una solucién para més de dos clases.

Como veremos, el analisis ROC puede ser mo-
delado como un CSP numérico y no binario que
puede ser resuelto por el algoritmo completo HSA
mientras que es dificil resolverlo mediante los re-

solutores tradicionales debido a que estos traba-
jan principalmente con problemas discretos y con
restricciones binarias donde su objetivo se centra
en el estudio de la consistencia y en la obtencién
de una o varias soluciones del problema. Sin em-
bargo en el problema que estamos considerando,
se necesitan obtener el espacio de soluciones facti-
ble y esto lo consigue HSA mediante la obtencién
de todas las soluciones extremas que se necesitan
para obtener el hiper-poliedro resultante y obte-
ner asf el volumen que ocupa la envoltura convexa
del espacio ROC de clasificadores de n clases pu-
diendo ser n > 2 [8].

5.1. Utilizacién de HSA para la ob-
tencion de politopos ROC

En esta seccién, presentamos la aplicabilidad que
tiene el algoritmo completo HSA para llevar a ca-
bo la extension real del drea bajo la curva ROC
(Area Under the Curve, AUC) al volumen bajo
la superficie ROC que llamaremos VUS (Volume
Under ROC Surface), mostrando cémo generar el
hiper-poliedro que englobe a todos los clasificado-
res. Ademas compararemos el VUS real obtenido
mediante HSA con aproximaciones o extensiones
de la AUC para mas de dos clases.

El andlisis ROC y la medida AUC se han usado
exhaustivamente en el ambito de la toma de de-
cisiones en medicina [11, 17], asi como en el drea
de la extracciéon de conocimiento, en las herra-
mientas de mineria de datos, el reconocimiento
de patrones [1] o la ciencia en general [30].

En el caso trivial, un clasificador de dos clases
forma una curva ROC compuesta por cuatro seg-
mentos que se generan con los siguientes puntos
(ver Figura 10): el punto dado por el clasificador
(0.46,0.32) que proviene de los errores de clasifi-
car como a cuando realmente es b (a — b) y de
clasificar como b cuando realmente es a (b — a),
los dos puntos que representan los clasificadores
triviales (es decir, el clasificador que siempre pre-
dice la clase 0 y el clasificador que siempre predice
la clase 1) y el punto origen. En la Figura 10 pre-
sentamos de forma general la representacién de
un clasificador con dos clases, donde posterior-
mente explicaremos el significado de los poligonos
generados. Estos poligonos generan un area que
puede ser calculada y que légicamente variara en-
tre 0.5 (4rea minima) y 1 (drea maxima). El drea
del poligono superior, que hemos llamado AUC,
se ha convertido en una mejor alternativa que la
precision o el error para evaluar clasificadores, ya



que obtiene la bondad de un clasificador para di-
ferentes distribuciones de las clases.
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Figura 10. Representaciéon de un clasificador
con dos clases.

Sin embargo, la aplicabilidad del andlisis ROC y
del AUC solamente se ha mostrado viable para
problemas con dos clases. Aunque tedricamente
el andlisis ROC puede extenderse para manejar
problemas multi-dimensionales [28], sin embargo
en la préctica no se ha podido utilizar debido a
la dificultad de la formulacion de los clasificado-
res triviales. El principal inconveniente es la alta
dimensionalidad.

No obstante, a pesar de la dificultad, vamos a ver
que es posible llevar a cabo el analisis ROC pa-
ra mas de dos clases y el cédlculo de la AUC o,
mé&s precisamente, el volumen bajo la superficie
ROC (VUS). Sin embargo, en la literatura, tanto
los clasificadores triviales para mas de dos clases,
como el volumen minimo y méaximo no se han
identificado hasta la fecha.

En esta seccién resumimos la forma de calcular los
clasificadores triviales, y el VUS minimo y maxi-
mo para clasificadores de méas de dos clases. No-
sotros compararemos experimentalmente el VUS
real obtenido utilizando el algoritmo HSA, con
las extensiones de AUC obtenidas por Hand& Till
[10].

Veamos a continuacién las equivalencias que se
generan cuando pasamos del estudio de clasifica-
dores de dos clases a tres clases:

= FEl poligono generado bajo la curva ROC de
los clasificadores de dos clases, se transfor-
ma en un hiper-poliedro de 6 dimensiones
para los clasificadores de tres clases, por lo
que su vision grafica se hace imposible.

= El drea bajo la curva ROC (AUC) se cal-
cula con los cuatro puntos necesarios pa-
ra generar el poligono en clasificadores de
dos clases. En cambio, para tres clases, se
transforma en el volumen bajo la superficie
(VUS) de un hiper-poliedro de 6 dimensio-
nes del cual se necesitan todos los puntos
extremos para dicho calculo. Pasemos, en
primer lugar, a calcular el volumen maximo
y minimo.

5.2. Volumen maximo bajo la su-
perficie (VUS) para tres clases

El volumen méximo deberia representar todos los
posibles clasificadores.

Para obtener todos los posibles clasificadores, de-
beremos resolver el siguiente CSP continuo:

» Variables: x1,x2, 3, x4, T5, T¢;
= Dominios continuos: z; € [0,1],Vi : 1..,6;
= Restricciones:

o r3+ w5 <15
o x1+wg < 15
o 1o+ 14 <1

Un punto dentro del hiper-poliedro resultante re-
presenta a un clasificador con tres clases.

Dados 6 valores bajo una distribucién uniforme
entre 0 y 1, representado por U(0,1), tenemos que
la probabilidad de que un punto formado por es-
tos 6 valores satisfaga las tres restricciones ante-
riores es:

VUS™ = P(U(0,1)4U(0,1) < 1)-P(U(0,1) +
U,1) < 1)-PU0,1) + U(0,1) < 1) =
PU(0,1) +U(0,1) < 1)

Es facil ver que la probabilidad de que la suma de
dos numeros aleatorios bajo la distribucién uni-
forme U(0,1) sea menor que 1 es exactamente 1/2,
es decir,

PUW0,1)+U(0,1)<1)=1/2

Por lo tanto, el volumen maximo teérico es:

VUS™er = (1/2)% = 1/8

Sin embargo, ;cudles son los puntos cuya envol-
tura convexa componen este volumen?



Para ello resolvemos el CSP continuo anterior me-
diante el algoritmo HSA obteniendo 41 puntos
extremos, donde el volumen que genera la envol-
tura convexa de estos 41 puntos, utilizando Qhull
[3], es 1/8, tal y como hemos visto tedricamente
(Vease también [8]).

5.3. Volumen minimo bajo la su-
perficie (VUS) para tres clases

Veamos la manera de obtener el VUS minimo. Sin
pérdida de generalidad podemos construir clasifi-
cadores triviales como se muestra en la Figura 11
(izquierda), donde h, + hy + he = 1.

Real Real

a
Voo v,

revision isio
P prevision b Vap Voo Vo

c Vac vbc vcc

&

o
EdEdE
eI

el

Figura 11. Clasificador trivial y clasificador
cualquiera.

Esto, obviamente incluye los tres clasificadores

triviales extremos: 'todo es a’, 'todo es b’ y 'todo
)

es ¢

Dado un clasificador cualquiera como el mostra-
do en la Figura 11 (derecha), nosotros podemos
descartar este clasificador si y sdlo si:

Jhg, hy,he €RT : hg + hy + he =1 y ademés

Uba > ha; Vca > hfa; Vab > hb; Vceh > hb; Vac > hc;
Vpe > he

De aqui podemos derivar el siguiente teorema [8]:

Teorema. Un clasificador (z1, 2,3, 24, 5, T6)
se puede descartar si y s6lo si 1 + 12 + 13 > 1,
donde r; = min(xy,22), 1o = min(xs, x4) y
r3 = min(xs, Tg)

Con las propiedades previas, nosotros solamen-
te tenemos que calcular el espacio de aquellos
clasificadores que cumplen la condicién de que
r1+ry+ 13 > 1, donde m = min(z1,x2), ro =
min(xs, x4) y 13 = min(xs, xe), para asi obtener
el volumen minimo correspondiente a la ausencia
total de informacién.

De esta manera el CSP no binario y continuo que
deberemos resolver mediante el algoritmo HSA es
el siguiente:

= Variables: x1, xo, x3, 24, T5, g, 71,72, 73;

= Dominios continuos: x; € [0,1],4 : 1.6 y
r; €10,1],5 =1,2,3;

= Restricciones:

.5L’3+£L’5§1
.5L’1+£L’6§1
.l’2+$4§1

® 7 —+ T2 + rs Z
min(zy,T2), o =
min(xs, g)

1, donde r, =
min(zs,T4) y T3 =

Este CSP no binario se resuelve mediante HSA,
obteniendo 25 puntos, donde el volumen que ge-
nera la envoltura convexa de estos 25 puntos es
1/180, coincidiendo con el que experimentalmen-
te obtenemos mediante el método de Monte Carlo
[8].

Resumiendo, tenemos el siguiente VUS para tres
clases:

‘ || Teérico | Monte Carlo | HSA ’

VUS™ [ 1/8 0.12483 0.125
VUS™™ [ 1/180 | 0.555523 0.55555

5.4. Clasificadores Triviales

A pesar de los buenos resultados obtenidos, pare-
ce intuitivo (o al menos asi ocurre en clasificado-
res con dos clases) que si cogemos el minimo y le
anadimos el punto origen (el mejor clasificador)
deberiamos obtener el méximo. Sin embargo esto
no ocurre, ya que con el minimo obtenido con un
volumen de 1/180 y afiadiendo el (0,0,0,0,0,0) ob-
tenemos 10 puntos con un volumen de 1/120 que
es muy inferior al 1/8 obtenido como méximo.
Esto parece contradictorio, ya que se supone que
tener el mejor clasificador darfa el maximo. Légi-
camente si se tiene un clasificador (0,0,0,0,0,0),
cualquier clasificador que tenga un valor mayor
de 0 para cualquier coordenada es descartable y,
légicamente, esto deberfa dar 1/8.

La cuestién es que cuando se anade un clasifica-
dor deberiamos ver las condiciones que forma. El



clasificador perfecto genera las ecuaciones de des-
carte x; > 0,Vi = 1.,6, que son ecuaciones nulas,
yva que las variables estan acotadas en dominios
[0,1].

De esta manera dado un clasificador C'1, nos pode-
mos plantear la siguiente pregunta ;qué podemos
descartar?

Podremos descartar cualquier clasificador Cs tal
que supere a C; combinado con los triviales, es
decir, que C5 tenga cada valor mayor en cada una
de las casillas.

En realidad lo que tenemos que mirar es la com-
binacién lineal de los tres triviales con el que te-
nemos:

ha - (1,1,0,0,0,0) + Ay - (0,0,1,1,0,0) + he -
(07070707 ]-7 ]-)+ hd : (Zbavzcaazabv ZCb?’ZanZbC)

que lo podemos descartar si:

Fha, hpy heyhg ERT 2 hg +hy +he+hg =1
y ademas
Vpg = ha +0+ 04+ hy - 2ba
Veg = ha +0+ 04 hg - 2eq
Vab 2> 04+ hy +0+ hg - zap
Vep =04+ hy +0+ hg - 2ep
Vae = 0+ 0+ he + ha - zac

Vpe > 04+ 0+ he + hg - 2pe

Esto da lugar a un CSP no binario y continuo con
10 incégnitas que deberemos resolver mediante el
algoritmo HSA.

Del resultado obtenido, nos quedamos con las 6
variables de todos los puntos obtenidos, pudien-
do calcular el volumen que genera la envoltura
convexa de todos ellos.

Veamos a continuacién una tabla comparativa, en
la que evaluamos, para distintos ejemplos, nues-
tra herramienta llamada HSA+QHULL (HSA),
con otras aproximaciones al VUS como Macro-
average (MAC), 1-P Trivial (TRIV), y el método
experimental que se gener6é mediante el método
de Monte Carlo (MC).

MC | HSA | MAC | TRIV
(0,0,0,0,0,0) 0.125 | 0.125 | 1 I

(1,1,1,0,0,0) 0.005 | 0.005 | 0 0.333
(0.5,0.5,0,0,0,0) 0.032 | 0.034 | 0.666 | 0.666
(0.5,0,0.5,0,0,0) 0.032 | 0.031 | 0.666 | 0.666
(
(

0.7,0.7,0.7,0,0,0) | 0.007 | 0.008 | 0.25 0.25
0.33,0,0.33,0,0,0) | 0.052 | 0.052 | 0.777 | 0.777

6. Conclusiones

Gran parte de los problemas de satisfaccién de
restricciones se pueden modelar de forma natural
como problemas de satisfacciéon de restricciones
no binarias. Sin embargo, los investigadores cen-
tran su atencién en los CSPs binarios, por el he-
cho de que todo CSP no binario se puede transfor-
mar en uno binario. Las codificaciones dual y de
variables ocultas son los dos métodos mas impor-
tantes para transformar las restricciones no bina-
rias en binarias en los CSPs discretos. En el caso
de CSPs numéricos la transformacién de restric-
ciones no binarias a ternarias es la técnica mas
utilizada. Estas técnicas de transformacién son
muy utiles en determinados problemas, ya que
tienen un coste relativamente bajo, y se pueden
utilizar todas las herramientas existentes para el
manejo de CSPs binarios. Sin embargo en deter-
minados casos, estas técnicas de transformacién
no son vélidas o se vuelven ineficientes.

Por lo tanto a veces es conveniente resolver el
problema en su formulacién original, mantenien-
do asi toda la expresividad propia del problema.
En este trabajo hemos presentado ademéas un al-
goritmo llamado HSA para el manejo de CSPs no
binarios sobre dominios continuos, el cual ha sido
aplicado a problemas reales como por ejemplo el
andlisis ROC [8] donde toda su problemédtica se
reduce a plantear un CSP no binario y continuo
donde se requiere obtener la envoltura convexa
de todas las soluciones del problema con el ob-
jetivo de obtener el volumen que ocupan dichas
soluciones.
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