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Resumen

Hoy en d a muchos problemasde la vida real se puedenmodelar como problemas de satisfaccon de restric-
ciones(CSPs) no binarias (0 n arias). Por ejemplo en areastales como inteligencia arti cial, investigacion
operativa, basesde datosy sistemasexpertos, la importancia de los CSPsno binarios seesta incremertando
paulatinamente. Sin embargo la mayor a de los investigadorescertran su atencion en los CSPs binarios,
tal vez por el hedho de que un CSP no binario se puede transformar en uno binario. En este art culo se
preserian las distintas tecnicaspara transformar los CSPs no binarios en binarios, para el casode CSPs
discretos, y en ternarios para el casode CSPs continuos. Ademas se presenia una propuesta de manejo de
CSPsno binarios y cortinuos. Utilizando estaultima tecnicaresolveremosun problema de diagnosisbasado
en el analisis ROC. Este problema semodela comoun CSP no binario sobre dominios continuos.

Palabras clave: Problemasde Satisfaccbon de Restricciones,CSPsno binarios.

1. Intro ducci on cion en tecnicasde satisfaccbn de restricciones
esta su cientemernte contrastado en los diferentes
foros cient cos, bibliograf a relevante, aplicacio-

Hoy en d a, muchos problemas de la vida real nesdestacadasetc. Particularmente, enla litera-

pueden modelarse como problemas de satisfac- tura de satisfaccbon de restricciones,la necesidad
cion de restricciones (CSPs) y resolverse usando de manejar restriccionesno binarias ha empezado
tecnicasde programacion de restricciones. Esto reciertemerte a serreconccido. La mayor a de los
incluye problemas de areastales como inteligen- investigadoresque trabajan en problemas de sa-
cia arti cial, investigacon operativa, basesde da- tisfaccion de restriccionescertran su atencion en
tos, sistemasexpertos, etc. Algunos ejemplosson problemasbinarios y discretospor diversosmoti-

scheduling, plani caci on, razonamierto temporal, VOs:

disero en la ingeniera, problemasde empaqueta-

miento, criptograf a, toma de decisiones,etc. Un » La razon basicade tratar con restricciones
gran numero de estos problemas se modelan de binarias es por la simplicidad que supone
una manera natural mediante el uso de restric- comparado con las no binarias y tambien
cionesno binarias. Las restriccionesno binarias por el hecho de que todo problema de sa-
sonaquellasque constan de cualquier numero de tisfaccion de restriccionesno binarias pue-
variables. EI manejo de restriccionesno binarias de transformarse en uno binario equivalente

esun problema NP-completo [15]. 21, 2.

El interes actual por el desarrollo e investiga- = Ademas setrabaja principalmente con do-



minios discretos por la reduccion de com-
plejidad que supone trabajar con un con-
junto nito de valorespara cadauna de las
variables del problema. De esta manera se
puede generar el arbol de busquedaen un
problema dado, y llevar a cabo el estudio
de la consistenciamediante la busquedasis-
tematica a travesde la exploracion de dicho
arbol.

En el casode problemas de satisfaccbn de res-
tricciones con dominios contin uos como los CSPs
numericos, muchos investigadorestambien llevan
a cabo unatransformacion del problemaenel cual
las restriccionesn arias se transforman en res-
tricciones ternarias [27, 14].

Tanto en CSP discretoscomo corntin uos, el proce-
sode transformacion puederesultar poco e cien-
te debido a su alto coste computacional. Por lo
tanto, a menudo resulta mas adecuadomanejar
las restriccionesno binarias de forma directa, de
manera que los problemas mantengan susformu-
lacionesoriginales.

En general, las dos principales cuestionescon la
gue nosencortramos a la hora de resolver un pro-
blema de satisfaccbn de restriccionesson, prime-
ro, comorepresettar el problema,y segundocomo
resolverlo. Por consiguierie en problemascon res-
tricciones no binarias debemostomar la decisbn
de convertir el problema a uno binario (o terna-
rio) o bien dejarlo ensurepreseracion original. Si
convertimos el problema a uno binario (ternario)

entoncespodremosaplicar todos los algoritmos y
heur sticas generadosara resolver CSPsbhinarios
(ternarios). Esta opcion ha sido mayoritariamente
seleccionadgpor la comunidad cient ca.

Sin embargo si mantenemosel problemaen sure-
presenacion original, tendremos que usar los al-
goritmos y heur sticas para restriccionesno bina-
rias, encortrandonosaqu con falta de respuestas
utiles para el manejo de CSPsno binarios.

Principalmente hay dos tecnicas para trasladar
las restricciones no binarias a binarias en CSPs
discretos:

= La codi caci on dual, quefue introducida en
la comunidad de CSPspor Dedtter y Pearl
[6], donde la idea basica se capturo de la
investigacbn en basesde datos relacionales
[16].

= La codicacion de variables ocultas, que

procedede Peirce quien, en 1933, probo for-
malmente en el campo de la losof a logica
quelas relacionesbinarias y no binarias tie-
nen el mismo poder de expresividad[18]. Su
metodo para represeniar una relacion no bi-
naria mediante una coleccbn de restriccio-
nesbinarias formo las basesdel metodo de
las variables ocultas.

Ademas, Rossiy otros probaron que un CSP no
binario es equivalente a su transformacion dual
y oculta bajo varias de niciones de equivalencia,
que de niremos a cortinuacion [21].

En el caso de CSPs numericos o continuos,
se pueden transformar las restriccionesn arias
en restricciones ternarias [14] de forma que se
mejora la e ciencia de los algoritmos de con-
sistencia tales como 2-consistencia[7, 9], 2B-
consistencia, 3B-consistencia[13] o la consisten-
cia (3;2) relacional. Esta transformacion solo es
posible si se permite la intro duccion de variables
auxiliares.

Esteart culo lo vamosa clasi car enlassiguiertes
seccionesen la seccon 2 sepresenrian los diferen-
tes conceptosnecesariosde CSPsno binarios. En
la seccon 3 se preseran las diferentes tecnicas
de transformacion de CSPs no binarios a bina-
rios: la codi caci on dual, la codi caci on de varia-
blesocultas, la codi caci on dobley por ultimo un
algoritmo de transformacion de restricciones no
binarias a ternarias para CSPs cortinuos. En la
seccon 4 presertamos un metodo llamado HSA
para manejar CSPs no binarios sobre dominios
continuos. En la seccon 5 presertamos la aplica-
cion de HSA al analisis ROC. Finalmente, en la
seccon 6 preseriamos las conclusiones.

2. De niciones

En esta seccon nos vamos a certrar en los con-
ceptosnecesariosy que no estan contempladosen
el art culo de introduccion, para comprender la
notacion que vamosa utilizar en estetrabajo.

La equivalenciaentre dos CSPsesfundamertal a
la hora de transformar un CSP no binario a uno
binario para no desvirtuar el problema, pero pue-
de resultar muy ambiguo dependiendo de aspec-
tos tanto sintacticos como semanticos. En [2]] se
presenan diferentes de niciones de equivalencia.

Una primera de nici on ingenua de equivalencia



de CSP podr a ser:

= Dos CSPs son equivalentessi ellos tienen
las mismas variables y las mismas restric-
ciones

Esta propuestade equivalenciaesmuy restrictiv a.
Por ejemplo, esta propuestano considerala posi-
bilidad de informacion redundante en las restric-
ciones. Esta redundancia podr a provocar, dado
un CSP, un conjunto in nito de CSPsdistintos,
simplemente seleccionandouno dado, y aradien-
do informacion redundante. De esta manera, to-
doslos CSPsresultantes represertar an el mismo
problema, y por tanto, seran equivalertes. Por lo
tanto, la de nici on dada anteriormente no sera
valida.

Para solucionar este problema modi caron la de-

nici on de equivalencia para manejar la redun-
dancia de las restriccionesadoptando la siguierte
de nici on:

= Dos CSPsson equivalentessi tienen el mis-
mo conjunto de soluciones

Aqu el signi cado previsto de solucion deun CSP
esel conjunto de todaslas asignacionedle las va-
riables a los dominios de tal forma que sesatisfa-
gan todas las restriccionesdel problema. Esta es
la de nici on usual de equivalencia de los CSPsy

la masaceptadapor la comunidad ciert ca. As,

todos los CSPsredundartes, con respecto a uno
dado, se consideranequivalentes. Sin embargo la
redundancia puede ocurrir no solo en las restric-

ciones sino tambien en el numero de variables,
ya que es posible que dos CSPs tengas diferen-
tes variablesy que todasellas secomporten de la
misma manera, esdecir, solo di eren los nombres
de las variables. Tales problemas, que sintactica-
mernte son diferentes, deber an considerarseequi-
valentes siempreque la informacion cortenida sea
esencialmete identica. En otras palabras, lo uni-

co queimporta esla informacion contenida en el

CSP. De acuerdoa esteheco, Rossiy otros pro-

pusieronla siguierte de nici on de equivalenciade
CSPs:

= Dos CSPs son equivalentes si son mutua-
mente reducibles

As, dadosdos CSPsP; y P, sedice que P; es
reducible a P, si es posible obtener la solucion

de P; de la solucion de P,, mediante el mapeo
delas variablesy los valoresde un problemaa las
variablesy los valoresdel otro problema. Esta de-
nici on contempla la redundanciade restricciones
y de variables y se puede demostrar que es mas
generalque las de niciones previas de equivalen-
cia.

As, estade nici on de equivalencia, se utiliz o en
[21] para probar la equivalenciade CSPsno bina-
rios y binarios, dando importancia a esta trans-
formacion no solo desdeel punto de vista teorico,
sino tambien practico, ya que muchos algoritmos
e cientes solo se han desarrollado para CSPs bi-
narios. Sin embargo hay que tener en cuerta si es
corvenierte manejar el problema no binario co-
mo tal, o esmas corvenierte transformarlo a un
CSP binario, resolwerlo, y nalmente sercapazde
dewlver la solucion del problema original.

En la literatura de CSPs, la equivalencia entre
CSPs no binarios y binarios se ha estudiado de
una manerasuper cial. El primer intento formal
para comparar estasdosrepresetacionesdeferen-
tes de un mismo problema aparecb en 1933,don-
de Peirce en [18] mostro un ejemplo de una res-
triccion no binaria que no se puede represenar

mediarnte restriccionesbinarias. De esta manera,
las restriccionesbinarias y no binarias parecenno
serequivalertes en general.Masprecisamerte, las
restriccionesno binarias parecensermas potentes
quelas binarias. Esto ocurre cuandoseponenres-
tricciones sobre el numero de variables a utilizar

en el problema transformado, o en la dimension
de las variables en la nueva represetacion.

En el art culo deintro duccion ya preseftamos una
de nici on generalde CSP. El problema de satis-
faccion de restriccionesno binarias que vamos a
manejar lo podemos de nir como un CSP que
constade una terna (X;D; C) donde:

= X es un conjunto de n variables reales
fX1;:Xn g

= D esun vector de dominios cortinuos o dis-
cretosD =< Djq;::;; D,y >. Cada variable
Xj tiene un dominio D; : [lj;ui]. ElI domi-
nio, corntinuo o discreto, de una variable es
el conjunto detodoslos posiblesvaloresque
sele puedenasignar a esavariable.

= C esun conjunto nito de restriccionesque
la solucion debe satisfacer.Cada restriccion
¢ esta de nida sobreun conjunto de varia-
blesfxs;:::;Xng que tomaran valoresde sus
respectivos dominios D1; Dy;:::Dy,.



2.1. Ejemplo de CSP Generales

Como ejemplosde CSPsgeneralesesdecir CSPs
con restriccionesbinarias y no binarias con varia-
bles acotadasen dominios discretosy cortinuos,
vamos a preseniar dos ejemplos presertados en
[26] relativo a aspectosde la ingeniera civil en el
disero de construcciones.

El primer ejemplo trata del disero de un puen-
te, donde el trabajo a realizar puede verse como
una combinacion de dostareas: El disero concep-
tual que de ne la estructura que va a tener el
puente as comosusparametros,y el disero deta-
[lado que encuerira un conjunto de valores para
los parametros en la solucion nal (ver Figura 1.
En el disero conceptual se manipulan descripcio-
nesparcialesde la obra a realizar, consistiendoen
partes (pilares, cubiertas, arcosdel puente, etc) y
propiedades(reglasde construccion, requerimien-
tos art sticosy ecoromicos, leyesf sicas, etc...).

g
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Figura 1. Paso del disero al CSP.

Una tarea de disero sepresta naturalmente a una
formulacion de satisfaccbn de restricciones. Las
variables represettan las partes y elemerios del
disero, mientras que las restriccionesexpresanlas
propiedadesque las partes deben satisfacer. Re-
solver tal problema de satisfaccbn de restriccio-
nes signi ca trasladar la represenacion simboli-
ca utilizada en el disero conceptual a los objetos
reales:las solucionesal CSP determinan si, y den-
tro de que | mites, la descripcion generadaen el
disero conceptual corresponde a una estructura
f sica factible.
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Figura 2. Diferen tes fases en el disero de un
puente: (i) cada estado corresp onde a un
CSP, (ii) la solucion a un CSP dado impacta
con la naturaleza de otros CSPs. El CSP del
estado c) no admite soluci on si no hay una
ubicaci on de nida para los pilares del puen te.

Para desarrollar un modelo computacional del
procesode disero, de acuerdo al paradigma de
la satisfaccbn de restricciones, hay que tener en
cuerta diversosfactoresimportantes, tales como:

» El conjunto de variablesy restriccionesno
esindependierte de solucionesparticulares.
Por ejemplo en el problema de disero de la
Figura 2, ir de la solucion a) a la solucion
b) lleva consigo cambiar el numero de ar-
cosdel puerte y por lo tanto el numero de
variablesy de restricciones.

= Las variables puedentomar valores en do-
minios discretos(numero de pilares, numero
de arcos, etc...) y dominios cortinuos (an-
chura delos arcos,longitud delas cubiertas,
altura de los pilares, etc...).

= Se pueden introducir restricciones de ini-
gualdad, restriccionesno linealesy por su-
puesto restricciones que involucren a cual-
quier numero de variables (restricciones no
binarias).

I La primera consideracon muestra que el CSP
relativo al disero del problema no esta determi-
nado a priori antes de comenzar el procesode
resolucbn, por lo que a veceses necesariotra-
bajar con problemas dinamicos o incremertales,



donde hay restriccionesy variables que sepueden
modi car, eliminar o aradir.

I La segundaconsideracon nos muestra que hay
muchos problemasrealesdonde seertrelazan do-
minios tanto discretoscomocortinuos,conla con-
siguierte complejidad que ello conlleva.

I Laterceray ultima consideracon secertra en
la posibilidad de manejar restriccionescomplejas
como pueden ser restricciones no lineales e ini-
gualdadesde cualquier aridad.

Por lo tanto debemostener en cuerta la existen-
cia de problemasrealesdonde coexisten variables
corntinuas con variables discretas enmarcadasen
restriccionesno binarias, lo que generala necesi-
dad de desarrollar tecnicasde satisfaccbn de res-
tricciones capacesde manejar estostip os de pro-
blemas. Ademas, desdeque los valoresnumericos
de los parametros sirven como basede decisiones,
es necesarioidenti car el espectro de alternati-
vas tan exhaustivamerte como seaposible, para
que el espaciode posibilidades pueda explorarse
sistematicamernte.

El siguierte ejemplo que se muestra en la Figu-
ra 3, relativo al diseno de edi cios, ilustra este
punto de una manera mas precisa. La estructura
del suelode un edi cio esta formada por planchas
de hormigon sobre vigas de acero. Dependiendo
de las medidasde las vigas (longitud (w) y altu-
ra (h)), sepuedengenerardiferentes alternativas
de diseno (ver Figura 4), cada una involucrando
nuevas variablesy restricciones.
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Figura 3. Un problema de disero presen tando
varias op ciones.

Cuando los sistemasde suelo se hacen cada vez
mas delgados,las vibracionesaumertan. Esto re-
quiereinstalar refuerzoslaterales para exibilizar

el suelo (Figura 3, opcion -a-). Este es el caso

cuando las dimensionesde las vigas caenen las
regiones3y 4 de la Figura 4.

El canto del forjado esel espaciosituado ertre el
techo de una planta y el suelode la planta supe-
rior (ver Figura 3). El canto de forjado tiene con
frecuenciauna altura ja, y existeuna preferencia
general de situar los conductos de la vertilacion
por debgjo de las vigas dentro del carto de for-
jado (falso techo) (ver Figura 3, opcion -c-). Sin
embargo para vigas relativamerte altas, dondela
altura (h) esmayor de 500mm (region 4), no hay
espaciosu ciente para que los conductos pasen
por debagjo de las vigas, por lo que hay que per-
forar las vigas (Figura 3, opcion -b-) para pasar
estosconductos de vertilacion.

Por ultimo hay muchas maneras para conectar
una viga con otra. La conexion mas ecoromica es
por medio de laminas simples, que son laminas
que se sueldan perpendicular a la viga para co-
nectarse con otra viga o columna (ver Figura 3,
opcion -e-). Este tip o de conexionessolo esapro-
piado para una altura de viga menor de 350mm
(regionesOy 1). Para alturas deviga masgrandes,
seaconsejaconexionesde angulo doble (en forma
de L) (ver Figura 3, opcion -d-) para garartizar
mas la seguridad (regiones2, 3y 4).

S00mmy

350mn

Figura 4. Un problema de disero presen tando
varias opciones.

Cuando los valores numericos de los parametros
sirven comobasepara tomar decisionessin uy en
enel procesode resolucon completo, la identi ca-

cion de una solasolucion que satisfagael conjunto
de restriccionesescon frecuenciainsu ciente. En
el ejemplo de la Figura 3, un metodo matemati-
cotradicional (analisis numerico, metodosaleato-
rios) generalmere identi car a una solucion den-
tro de las regiones0,1,2,3y 4. Esto obliga al di-
serador a perder mejores alternativ as de disero.



Para tales aplicaciones, es de crucial importan-
cia proporcionar al usuario, o a otras partes del
programa, los rangos o intervalos de valores po-
sibles tan completosy correctos como sea posi-
ble, lo cual permite tomar decisionesracionales.
En este ejemplo resulta importante la consisten-
cia global (ver art culo de introduccion), ya que
la altura y el espaciode las vigas estan enlaza-
dos con otras variables (espesorde la plancha del
suelo) mediante diferentes ecuacionesjncluso no
lineales.La region O resulta serevertualmente in-
consisterie con estas restricciones, pero esto no
siempre esdetectable utilizando solamerte tecni-
casde consistencialocal, permitiendoleas al di-
serador seleccionarun punto dentro de la region
0 y tomar nuevas decisionessobre las basesde
una estructura no realizable f sicamernte.

3. Tecnicas de Transforma-
cion de CSPs no binarios

3.1. Codicaci on Dual

En la codi caci on dual, las restriccionesdel pro-
blema original se transforman en variables del
nuewvo problemay viceversa.Las variables que se
generande las restriccionesoriginaleslas llamare-
mos variablesduales y a las variables del proble-
ma original le llamaremosvariablesoriginales. El
dominio de cada variable dual esel conjunto de
tuplas que satisfacenla restriccion original quela
genera. Ademas, hay una restriccion binaria en-
tre dos variables dualesv; y v% si y solamerte si
las restriccionesoriginalescy ¢ compartenuna o
masvariables.Llamaremosa las nuevasrestriccio-
nes binarias como restricciones duales Las nue-
vas restriccionesduales proh ben pares de tuplas
dondelas variablescompartidas tomen valoresdi-
ferentes.

—_—
—
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Figura 5. Ejemplo de codicaci on dual de un
CSP no binario.

Ejemplo. Consideremosel siguierte ejemplo, to-
mado de [29], con seis variables con dominios
0-1 y cuatro restricciones: X3 + Xp + Xg = 1,
X1 Xzg+tXg = 1,X4+X5 Xg 1yXo+Xs Xg= 0.
La codi caci on dual represerta esteproblemacon
cuatro variablesduales,una para cadarestriccion.
Los dominios de estasvariables dualessonlas tu-
plas que satisfacenlas respectivas restricciones.
Por ejemplo, la variable dual vs ascciada a la ter-
cera restriccion, x4 + X5  Xg 1, tiene como
dominio (0; 1;0); (1;0;0); (1;1;0); (1; 1; 1), ya que
estas son las tuplas de valores para (X4; Xs; Xg)
que satisfacenla restriccion. La codi caci on dual
del problema se muestra en la Figura 5. R es
la restriccion binaria sobreun par de tuplas que
sesatisfacesiy solo sieli esimoelemeno dela
primera tupla esigual al j esimoelemerno de la
segundatupla. Entre v3 y v4 hay una restriccion
de compatibilidad para asegurarquelas dosvaria-
bles originales en comun, x5 y Xg tienen los mis-
mos valores. Esta restriccion permite solamerte
aquellos pares de tuplas que concuerdancon los
elemenos segundosy terceros, es decir (1;0;0)
para vz y (0;0; 0) para v4.

3.2. Codicaci on de Variables

Ocultas

En la codi caci on de variables ocultas, el conjun-
to de variables esta formado por todas las varia-
bles del CSP no binario original mas un nuevo
conjunto de variables duales que llamaremos va-
riables ocultas. Al igual que la codi caci on dual,
cadavariable oculta v, corresponde a una restric-
cion enel problemaoriginal. De nuewo, el dominio
de cada variable oculta consta de las tuplas que
satisfacenla restriccion original. Para cadavaria-
ble oculta v¢, hay una restriccion binaria ertre la
variable v, y cadauna de las variables originales
Xj que estan involucradas en la correspondierte
restriccion original c. Cada restriccion especi ca
que la tupla asignadaa v; es consisterte con el
valor asignadoa x; .

Considerandode nuewo el ejemplo anterior, don-
de el problema consta de seis variables y cua-
tro restricciones no binarias. En la codi caci on
de variables ocultas hay, ademasde las seisvaria-
blesoriginales0-1, cuatro variables dualescon los
mismosdominios que en la codi caci on dual. Por
ejemplo, la variable dual asaciada con la tercera
restriccion X4 + X5 Xg 1, tiene como dominio
(0;1,0);(1;0,0);(1;1,0); (1, 1, 1).



Figura 6. Ejemplo de codicaci on de variables
ocultas de un CSP no binario.

Ademas ahora hay restricciones de compatibili-
dad ertre vz y X4, €ntre vz y Xs y entre vz y Xg,
ya que estas son las variables que estan involu-
cradas en la tercera restriccion. La codi caci on
de variables ocultas de este problema se muestra
enla Figura 6. La restriccion binaria r; actua so-
bre una tupla y un valor, dando verdaderosi y
solo si el elemeno i esimode la tupla esigual
al del valor. Por ejemplo, la restriccion de com-
patibilidad r; entre vz y X4 escierta siy solo si
el primer elemero de la tupla asignadaa vz es
igual al valor de x4.

3.3. Codicaci on Doble

En [29 se propone una codi caci on llamada co-
di c acion doble en la cual se mezclan tanto la
caodi caci on dual como la codi caci on de varia-
bles ocultas. Al igual que la codi caci on de va-
riables ocultas, la codi caci on doble tiene tanto
variables originales como variables duales (ocul-
tas). Ademas se mantienen ambos tip os de res-
tricciones: las restriccionesertre variablesduales,
(como en la codi caci on dual), y las restricciones
ertre variables dualesy variables originales, (co-
mo en la codi caci on de variables ocultas). En la
codi caci on doble, setiene una poda extra de la
alcanzadaenla codi caci on dual. Ademas sepue-
derami car sobrelasvariablesoriginalescomoen
la codi caci on de las variables ocultas, mediante
heur sticas de rami caci on que pueden ser capa-
ces de comportarse mejor sobre estas variables
que sobre las duales que puedentener potencial-
mente grandesdominios.

Dado el grafo de restricciones correspondiente a
la codi caci on de variablesocultas, seseleccionan
los caminos de longitud 2 entre cada par de va-
riables dualesv, y vz. Estos caminos se eliminan

(si no forman parte de otro camino) y sereem-
plazan por una restriccion formada por la com-
posicion de las relacionesde los arcos borrados.
Cuando alguna de las variables originales se que-
da aislada del resto en el grafo de restricciones
0 conectadacon solo una variable dual, se puede
eliminar con seguridad. Aplicando estastransfor-
macionesde simpli caci on a cadapar de variables
duales,transformar amosla codi caci on de varia-
bles ocultas en la codi caci on dual. Sin embargo
a vecesresulta convenierte quedarseen un punto
intermedio de manera que se pueda aprovechar
las vertajas de cada codi caci on.

Figura 7. Paso intermedio entre codicaci on
de variables ocultas y codicaci on dual de un
CSP no binario.

Por ejemplo, consideremosdla codi caci on de va-
riables ocultas de la Figura 6. Tomemosel par de
variablesdualesv, y v3. La variable x4 esla unica
variable que enlaza, como camino de longitud 2,
las variablesv, y v3. Seeliminan las restricciones
rs3 y rip queconectancon x4 y searade una nue-
va relacion R3; que esla composicion de las dos
relacionesrz y r;. Como x4 sequedaaislada del
resto del grafo, se elimina sin mas. A cortinua-
cion tomamos otro par de variables duales, por
ejemplov; y v4. Hay doscaminosde longitud dos
entre vy y v4. El camino ertre v1 y v4 v a x; tie-
ne las restriccionesr, y ry, por lo queinduce una
restriccion R; entre vy y v4 eliminandoseel cami-
no anterior. De la misma manerael camino entre
Vi Y V4 Va Xg ten a ambas restricciones etique-
tadas comorgs, por lo que induce una restriccion
Ras3 ertre v1 y V4. En este casono se elimina el
camino anterior porque sus arcos forman parte
de otros caminos. Por lo tanto la restriccion in-
ducida entre las variables v; y v4 ser la union
de ambasR;1&R33. As ahorapodemosborrar la
variable x, y tambien la variable x3 ya que solo
esta conectadacon una variable dual v,. Hasta
estemomerto el grafo de restriccionesresultante
esel que semuestra en la Figura 7.



3.4. Inconvenientes

La transformacion de un problema no binario en
uno binario no esta en absoluto exerto de incon-
veniertes, ya que enmuchoscasodasrestricciones
n arias pierden una parte crucial de su claridad
expresiva cuando se traslada a conjuntos de res-
tricciones binarias. Ademas,la e ciencia detrans-
formar restriccionesno binarias en binarias no se
ha estudiado adecuadamete. En la practica, es-
ta transformacion puedeserpoco e ciente debido
a su alto coste computacional haciendo que con
frecuenciaesta transformacion seaimpracticable
[12, 4]. El procesode transformacion generanue-
vas variables, las cuales pueden tener dominios
muy grandes, causandounos requerimiertos de
memoria extra para los algoritmos que lo resuel-
ven. Por ello, en algunoscasosresoler el proble-
ma binarizado puederesultar muy ine ciente [2].
Ademas, esta binarizacion forzada puede generar
una formulacion poco natural causandounasdi -

cultades extras para las interfacesde los resole-
doresde restriccionescon el usuario humano [5].

Por ejemploun serioinconvenierte de estastrans-

formaciones es que si las restricciones no bina-

rias estan represenadas impl citamente, las codi-

caciones anteriores podr an tener una compleji-
dad exponencial tanto en espaciocomo en tiem-

po. Por ejemplo, si una restriccion no binaria so-
bre xy;:::; X, serepresertia mediante una funcion
f (X1;::;Xn), la cual devuelve verdaderosi la asig-
nacion de las variables satisfacenla restriccion,

en la codi caci on dual (oculta), cadatupla con-
sisterte en una restriccion se transforma en un

valor del dominio de la correspondierte variable
dual (oculta). Esto puedellevar consigoun hume-
ro exponencial de pasospara encortrar esastu-

plasas comouna cartidad exponencialde espacio
para almacenar estastuplas en el dominio de la
variable dual (oculta).

3.5. Transformaci on a restricciones
ternarias

Es convenierte en CSPs numericos transformar
lasrestriccionesn ariasenrestriccionesternarias
de forma que se mejore la e ciencia de los algo-
ritmos de consistenciacomo 2-consistencia[7, 9],
2B-consistencia,3B-consistencia[13] y consisten-
cia (k;k 1)-relacional [26] donde k esla aridad
de las restricciones.

En general,cualquier expresbn matematica cons-

truida mediante operadores unarios y binarios
puedereescribirsede forma ternaria intro ducien-
do unavariable auxiliar para cadaresultadointer-
mediario generadomediante un operador binario.
Este metodo generamuchas variables auxiliares.
Por lo tanto no sehan generadoalgoritmos practi-
cospara llevar a cabo la tarea de transformacion
de un CSP numerico en uno ternario de forma
automatica, por lo que estatransformacion selle-
va a cabo con frecuenciaa mano [14].

Los algoritmos de consistenciamencionadosante-
riormente dependenfundamentalmente del nume-
ro de variablesdel CSP, por lo que esnecesarioel
uso de algoritmos que durante la transformacion
generenpocas variables auxiliares. Por la misma
razon, esinteresarte comprobar la posibilidad de
eliminar variables innecesariasdel CSP original,
ya que muchas veces,cuandoseformaliza un pro-
blema seutilizan variablesintermediarias y cons-
tantes para hacer el CSP mas legible y reutiliza-
ble. Sin embargo, cuando se trata de obtener la
consistenciadel problema, puede ser bene cioso
la eliminacion de tales variables.

En [26] se demuestra que para un CSP de ari-
dad k, dandoseciertas restricciones de corvexi-
dad parcial, la consistencia(k;k 1) relacional
es equivalente a la consistenciaglobal, es decir
todas las solucionesse pueden encortrar sin la
necesidadde badktracking. Forzar la consisten-
cia(k;k 1) relacional requiereun algoritmo de
complejidad O(n?¢ 1) donde n es el numero de
variables del CSP. Debido a que estacomplejidad
esexponencialenk, transformar un CSP numeri-
co en uno de baja aridad antes de llevar a cabo
la consistencia(k;k 1) relacional tiene la posi-
bilidad de acelerarel calculo.

En [14], Lottaz preseria un metodo para trans-
formar los CSPs numericos en terminos de res-
tricciones ternarias intro duciendo variables auxi-
liares. Veamosa cortin uacion la forma en la que
proponellevar a cabo estatransformacion.

Los CSPs numericos cuyas restricciones son ex-
presiones matematicas que utilizan operadores
unarios y binarios pueden transformarse en res-
tricciones de baja aridad intro duciendo variables
auxiliares para los resultados intermediarios de
todos los operadoresbinarios de una restriccion.
En la Figura 8 podemosobsenar como una res-
triccion 5-aria se transforma en un conjunto de
restriccionesternarias.



Figura 8. Transformaci on de una restricci on
5-aria en ternarias.

As la aridad de las restricciones se puede redu-
cir a tres a canmbio de incremertar el numero de
variables (variables auxiliares) y de restricciones
(las de niciones de variables auxiliares). Una res-
triccion que de ne una variable auxiliar que ac-
tualmente ayuda a reducir la aridad de otra res-
triccion tiene al menosaridad tres. En casocon-
trario, la variable auxiliar reemplazara una ex-
presion que depende solamerie de una variable
por una nueva variable, por lo que no reducir a
la aridad de ninguna restriccion. De estamanera,
un CSP numerico transformado de esta manera
que hemosresumido puedereducirsereemplazan-
do operadoresbinarios por variables auxiliares.

Por lo tanto, por un lado, decremetando la ari-

dad del CSP antes de llevar a cabo la consistencia
(k;k 1) relacional reducela complejidad com-
putacional y por el otro lado hay un intercam-

bio entre decremettar la aridad e incremertar el

numero de variables del CSP para alcanzar una
aridad menor. De estamanerapara decidir si me-
recela penatransformar el CSP en uno de aridad

menor, tenemosque estimar el numero de varia-

bles que secrearan en la transformacion. Tenien-
do en cuerta que la complejidad computacional
de la consistencia(k;k 1) relacional es expo-

nencial conrespectoak, el autor solamere consi-
derael casocuandola aridad sereduceal maximo,

esdecir, a tres.

En el peor caso, transformar un CSP numeri-
co de aridad k > 3 en forma ternaria requie-
re la adicion de O(m) variables auxiliares, don-
de m es el numero de operadoresbinarios en el
CSP. En estecasola complejidad O((n+ m)®) pa-
ra la consistencia(3;2) relacional sobre el con-
junto de restriccionestransformadas se compara
con la complejidad O(n?¢ 1) para la consistencia
(k;k 1) relacional del CSP original. En pro-
blemas practicos la in uencia exponencial de k
puedeser que tenga un pesomucho mayor que la
in uencia polinomial de m.

Dado que cualquier CSP numerico especi cado
mediante expresionesmatematicas con operado-
res unarios y binarios puede ser transformado en

un CSP ternario, se han generadovarios algorit-
mos de consistenciapara CSP numericoscon res-
tricciones ternarias [7, 9, 13].

4. CSPs no binarios con do-
minios contin uos

Como ya hemos apuntado, la mayor a de la in-

vestigacbn realizadaseha certrado en problemas
binarios debido principalmente a la sencillezque
suponecomparadoconlasno binariasy por la po-
sibilidad de transformacion a uno binario equiva-
lente [21]. Ademas cuando semanejan las restric-

cionesen su formulacion original (no binarias) y

estassonrestriccionesglobales,la complejidad se
incremerta sustancialmene, e incluso se pueden
hacerimpracticable los algoritmos de preproceso
quevimos en el captulo deintroduccion, para al-

canzarciertos nivelesde consistencia.Ademas, en
muchas aplicacionesrealesse intenta extraer del

CSP la maxima informacion posible, por lo que
no essu ciente obtenerla consistenciadel proble-

ma, sino que a vecesesinteresarte obtener cierta

informacion sobre las solucionesdel CSP, los do-

minios m nimos de ciertas variablesdel problema,
etc.

En esta seccon presenamos un algoritmo para
la resolucon de CSPs no binarios sobre domi-

nios contin uos que obtiene ademas la consisten-
cia global del problema. Este algoritmo lo lla-

maremos HSA [23, 25] (Hyper-polyhedron Sear-
ch Algorithm) o Algoritmo de BusquedaHiper-
poliedrica, debido a que el algoritmo lleva a cabo
su ejecucbn mediante un hiper-poliedro o pol to-

po. Este algoritmo lo podemos considerar como
un resolutor de CSPs numericos, ya que los do-
minios de las variables sonintervalosen R y las
restriccionesserepreserian comoexpresionegna-
tematicas. El objetiv o de estealgoritmo no secen-
tra solamerie en la obtencion de la consistencia
global del problema sino quetrata de alcanzarlos
objetiv osantes comertados para obtener la maxi-

ma informacion posible del problema.

A grandes rasgos este algoritmo trabaja de la
siguierte manera: dados los dominios de las va-
riables, el algoritmo generaun pol topo a partir
del producto cartesianode dichos dominios. Este
pol topo corvexo mantendra en todo momerto el
conjunto de solucionesdel problema, y seira ac-
tualizando a medida que las restriccionesno bi-
narias van siendoanalizadas.



4.1. Especicaci on general de HSA

HSA lo consideramosinicialmente como un resol-
vedor o resolutor de CSPsestatico, donde hay un

conjunto inicial de restricciones que la solucion

debe de satisfacer. En la Figura 9 se presena el

comportamiento general de HSA. Este esquema
sedivide en cuatro pasos:generacon del pol to-

po; estudio de la consistenciacon las restriccio-

nes de inigualdad; actualizacion del pol topo; y

estudio de la consistenciacon las restriccionesde
desigualdad.

( 1

A

L]
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=

Figura 9. Especicaci on Graca de HSA.

El paso 1 siempre se lleva a cabo en todos los
CSPs.El paso2y 4 sellevan a cabo cuando exis-
ten restriccionesde inigualdad y de desigualdad
respectivamerte. El paso 3 selleva a cabo cuan-
do la restriccion en estudio es consisterie y no
redundante.

HSA generaun pol topo inicial (Paso 1) median-
te el producto cartesiano de los | mites de los

dominios de las variables (D; D, :@: Dp)
cuyos vertices son: v = (lg;l2; 500505 v =
(Is sl sujen U ),iis Van = (Ug; U5 il Un).

Estos vertices sealmacenanen una lista llamada
ListV . Una vez generadoel pol topo, HSA pasa
a estudiar la consistenciade las restriccionesdel
problema. Para ello, HSA analiza primero las res-
tricciones de inigualdad ( ) y a cortinuacion si
el problema esconsisterie, estudia las restriccio-
nesde desigualdad(6). Para cadarestriccion de
inigualdad, HSA lleva a cabo la comprobacbn de
la consistencia(Paso 2). Para ello, el algoritmo
comprueba si los vertices del poliedro satisfacen
la restriccion en estudio, almacenandolos vertices
factibles enuna lista auxiliar llamada L y losno
factibles enuna lista llamada L ,,. Sial menosun
vertice esconsistente, esdecir Lyes 6 , ertonces

la restriccion esconsisterte. Sila restriccion dein-

igualdad no esconsisterte, esdecir Lyes = , en-
toncesHSA devuelwe 'problemano consistente' y

naliza la ejecucbn. Sin embargo si la restriccion

esconsisterte, HSA estudia si la restriccion eso

no redundante, actualizando el pol topo (P aso 3)

enel casodequenolo fuera(L,, 6 ). La actua-
lizacion solo selleva a cabo cuando la restriccion

esconsisterie y no redundarte, ya que escuando
unicamerte la inigualdad intersecta al poltopo

actual. Cuando todas las restriccionesde inigual-

dad sehan analizadoy el problema esconsisterte,

selleva a cabo la comprobacbn de la consistencia
con las restriccionesde desigualdad(Paso 4). En

este casoel pol topo no se actualiza, ya que las
restriccionesde desigualdad son hiperplanos que
puedenintersectar o no al poliedro, pero a lo su-
mo solo eliminan del pol topo un hiperplano, por

lo que hay que estudiar las consecuenciasle dicha
interseccon [24].

Una vez nalizada la comprobacbn de la consis-
tencia de las restriccionesde inigualdad y de de-
sigualdad, HSA devuelwe al usuario informacion
relevante para el usuario comola consistenciadel
problema, una, varias o las solucionesextremas
del problema, los dominios m nimos de las varia-
bles, etc.

Ademas,cuandoHSA naliza sucomportamiento
estatico, como clasicoresoledor de CSPs, donde
solo sehan estudiado las restriccionesde entrada
del problema, HSA puede estudiar la consisten-
cia de nuevas restricciones que se inserten en el
problema de forma incremertal. Este estudio de
la consistenciade las nuevas restriccionesselleva
a cabo sin la necesidadde iniciar todo el proceso
de nuew, ya quetan solo seestudia la consisten-
cia de las nuevas restricciones insertadas con el
pol topo resultante en la etapa de CSP clasico.

Teorema El algoritmo HSA esun algoritmo com-
pleto y correcto [22].

La complejidad espacialde HSA viene dada por
la siguierte expresbn:
O(maxf2";nc ;c2g) O2")

La complejidad temporal es:
Oo@2")+c O@")+c O(2") 0E2").

5. Aplicaci on al analisis ROC

En estaseccon vamosa presenar el planteamien-
to generalde un problema de decisbn que nal-



mente se modela como un CSP no binario sobre
dominios continuos. Esto ocurre en muchos pro-
blemasrealesdonde hay quetomar decisionega-
ra llevar a cabo una accion u otra. Para ello se
utilizan losllamadosclasi c adores que hacenpre-
diccionessobre dichas decisionesutilizando para
ello experiencias previas. Sin embargo, debido a
que las prediccionespueden ser erroneas, es im-
portante conocer cual es su efecto, cuando estas
son incorrectas. En muchas situaciones|los erro-
res tienen distintas consecuenciasAlgunos erro-
res tienen unos costes mas elevados que otros,
especialmerte en el campo de la diagnosis. Por
ejemplo, un tratamiento o diagnosiserroneopue-
de tener diferentes costesy peligros dependiendo
del tip o de error que seha producido. Obviamen-
te, los costesde cadaclasi cacion erroneasonde-
pendiertes del problema, pero casinunca seda el
casode que ellos seanuniformes para un solopro-
blema. Consecuetemernte, la precision o el error
no esgeneralmerte la mejor manerapara evaluar
la calidad de un clasi cador o de un algoritmo de
aprendizge.

El aprendizagje sensibleal coste es una generali-
zacion mas realista del aprendizaje predictivo, y
los modelos sensiblesal coste permiten una me-
jor toma de decisiones.La calidad de un mode-
lo se mide en terminos de minimizacion de coste
mas que en terminos de minimizacion de errores.
Cuando se proporcionan a priori las matrices de
coste, esdecir, antes de que el aprendizage tenga
lugar, las matrices tienen que explotarse comple-
tamente para obtener modelos que minimicen el
coste. Sin embargo, en muchas circunstancias, los
costesno son conacidos a priori 0 los modelos
ya estan seleccionadosEl analisis ROC (Recei-
ver Operating Characteristic) [19, 30, 20] ha de-
mostrado ser muy util para la evaluacion de los
clasi cadores cuando la matriz de coste no era
conacida en la construccion de los clasi cadores.
El analisis ROC proporciona herramientas para
seleccionarun conjunto de clasi cadores que se
comportar an optimamente y para rechazar algu-
nos otros clasi cadores menosutiles. Para hacer
esto, se construye la envoltura corvexa de todos
los clasi cadores, dando una curva que junto a
los ejesgeneraun pol topo corvexo. esto se pue-
de realizar de manera sencilla para clasi cadores
binarios (2 clases)pero hastael momerto no seha
preseriado una solucion para mas de dos clases.

Como veremos, el analisis ROC puede ser mo-
delado como un CSP numerico y no binario que
puedeserresueltopor el algoritmo completo HSA
mientras que esdif cil resolverlo mediarte los re-

solutores tradicionales debido a que estostraba-

jan principalmente con problemasdiscretosy con
restriccionesbinarias donde su objetiv o secertra

en el estudio de la consistenciay en la obtencion
de una o varias solucionesdel problema. Sin em-
bargo en el problema que estamosconsiderando,
senecesitanobtener el espaciode solucionesfacti-

ble y estolo consigueHSA mediarte la obtencion
de todaslas solucionesextremas que se necesitan
para obtener el hiper-poliedro resultante y obte-
ner as el volumenque ocupala envoltura corvexa
del espacioROC de clasi cadores de n clasespu-

diendosern > 2 [8].

5.1. Utilizaci on de HSA para la ob-
tenci on de pol top os ROC

En estaseccon, preseriamos la aplicabilidad que
tiene el algoritmo completo HSA para llevar a ca-
bo la extension real del area bajo la curva ROC

(Area Under the Curve, AUC) al volumen bajo

la super cie ROC que llamaremosVUS (Volume
Under ROC Surface), mostrando como generarel

hiper-poliedro que englobe a todoslos clasi cado-

res. Ademas compararemosel VUS real obtenido

mediante HSA con aproximacioneso extensiones
de la AUC para mas de dos clases.

El analisis ROC y la medida AUC se han usado
exhaustivamerte en el ambito de la toma de de-
cisionesen medicina [11, 17], as comoen el area
de la extraccion de conccimiento, en las herra-
mientas de miner a de datos, el reconccimiento
de patrones[1] o la cienciaen general[30].

En el casotrivial, un clasicador de dos clases
forma una curva ROC compuestapor cuatro seg-
menos que se generancon los siguiertes puntos
(ver Figura 10): el punto dado por el clasi cador

(0.46,0.32) que proviene de los errores de clasi -

car como a cuandorealmerte esb (a! b) y de
clasi car comob cuandorealmerte esa (b! a),

los dos puntos que represenian los clasi cadores
triviales (esdecir, el clasi cador que siemprepre-
dicela claseQy el clasi cador que siemprepredice
la clasel) y el punto origen. En la Figura 10 pre-
sertamos de forma general la represenacion de
un clasi cador con dos clases,donde posterior-
mente explicaremosel signi cado de los pol gonos
generados.Estos pol gonos generanun area que
puedesercalculaday quelogicamerte variara en-
tre 0.5 (aream nima) y 1 (areamaxima). El area
del pol gono superior, que hemosllamado AUC,

seha corvertido en una mejor alternativa que la
precision o el error para evaluar clasi cadores, ya



gue obtiene la bondad de un clasi cador para di-
ferentes distribuciones de las clases.

Figura 10. Represen taci on de un clasi cador
con dos clases.

Sin embargo, la aplicabilidad del analisis ROC y
del AUC solamerte se ha mostrado viable para
problemas con dos clases.Aunque teoricamerte
el analisis ROC puede extendersepara manejar
problemas multi-dimensionales [28], sin embargo
en la practica no se ha podido utilizar debido a
la di cultad de la formulacion de los clasi cado-
restriviales. El principal inconveniernte esla alta
dimensionalidad.

No obstarte, a pesarde la di cultad, vamosa ver
que es posible llevar a cabo el analisis ROC pa-
ra mas de dos clasesy el calculo de la AUC o,
mas precisamerte, el volumen bajo la super cie

ROC (VUS). Sin embargo, en la literatura, tanto

los clasi cadores triviales para mas de dos clases,
como el volumen m nimo y maximo no se han
identi cado hasta la fedcha.

En estaseccon resumimosla forma de calcular los
clasi cadores triviales, y el VUS m nimo y maxi-
mo para clasi cadores de mas de dos clases.No-
sotros compararemosexperimentalmente el VUS
real obtenido utilizando el algoritmo HSA, con
las extensionesde AUC obtenidas por Hand&Till
[10].

Veamosa cortinuacion las equivalencias que se
generancuando pasamosdel estudio de clasi ca-
doresde dos clasesa tres clases:

= El pol gonogeneradobajo la curva ROC de
los clasi cadores de dos clases,se transfor-
ma en un hiper-poliedro de 6 dimensiones
para los clasi cadores de tres clases,por lo
que su vision gra ca sehaceimposible.

» El area bajo la curva ROC (AUC) se cal-
cula con los cuatro puntos necesariospa-
ra generar el pol gono en clasi cadores de
dos clases.En canbio, para tres clases,se
transforma en el volumen bajo la super cie
(VUS) de un hiper-poliedro de 6 dimensio-
nes del cual se necesitantodos los puntos
extremos para dicho calculo. Pasemos,en
primer lugar, a calcular el volumen maximo
y m nimo.

5.2. Volumen maximo bajo la su-
percie (VUS) para tres clases

El volumen maximo deber a represenar todoslos
posiblesclasi cadores.

Para obtener todoslos posiblesclasi cadores, de-
beremosresoler el siguierte CSP cortin uo:

= Variables: X1; X2; X3; X4, X5; Xg;
= Dominios cortinuos: x; 2 [0; 1]; 8i : 1::;6;

= Restricciones:

X3+ X5 1;
X1+ Xe 1;
Xo+ X4 1

Un punto dertro del hiper-poliedro resultante re-
presenia a un clasi cador con tres clases.

Dados 6 valores bajo una distribucion uniforme
entre 0y 1, represerniado por U(0,1), tenemosque
la probabilidad de que un punto formado por es-
tos 6 valores satisfagalas tres restriccionesante-
riores es:

VUS™X = P(U(0;1)+ U(0;1) 1) P(U(0;:1)+
U(0;1) 1) P(U(0;1) + U(0;1) 1) =
P(U(0;1)+ U(0;1) 1)3.

Esfacil ver que la probabilidad de quela sumade
dos numeros aleatorios bajo la distribucion uni-
forme U(0,1) seamenor que 1 esexactamerte 1=2,
esdecir,

P(U@©;1)+ U(0;1) 1)=1=2

Por lo tanto, el volumen maximo teorico es:
vusmax = (1=2)° = 1=8

Sin embargo, >cuales son los puntos cuya envol-
tura corvexa componen estevolumen?



Para ello resolvemosel CSP cortin uo anterior me-
diante el algoritmo HSA obteniendo 41 puntos
extremos, donde el volumen que generala envol-
tura corvexade estos41 puntos, utilizando Qhull
[3], es1/8, tal y como hemosvisto teoricamerte
(Veasetambien [8]).

5.3. Volumen mnimo bajo la su-
percie (VUS) para tres clases

Veamosla manerade obtenerel VUS m nimo. Sin
perdida de generalidad podemosconstruir clasi -
cadorestriviales comosemuestra en la Figura 11
(izquierda), donde h, + hy + he = 1.

Figura 11. Clasicador trivial y clasicador
cualquiera.

Esto, obviamente incluye los tres clasi cadores
triviales extremos:'todo esa’, 'todo esb y 'todo
esc.

Dado un clasi cador cualquiera como el mostra-
do en la Figura 11 (derecha), nosotros podemos
descartar este clasi cador siy solo si:

9ha;hp;he 2 R* : hy+ hy+ he = 1y adenmas

Vba ha; Veca ha; Vab hb; Veb hb; Vac hc;
Voe he

De aqu podemosderivar el siguierte teorema|[8]:

Teorema. Un clasi cador (Xq;X2;X3; X4} Xs; Xg)
sepuededescartarsiy solosiry + rp+r3 1,
donde r; = min(X1;X2); r2 = min(X3;X4) Y
rz = min (Xs; Xg)

Con las propiedades previas, nosotros solamen-
te tenemos que calcular el espacio de aquellos
clasi cadores que cumplen la condicion de que
ri+rp,+rzg 1,donder; = min(X1;X2); rz =

min (X3;X4) Y r3 = min(Xs; Xg), para as obtener
el volumen m nimo correspondiente a la ausencia
total de informacion.

De estamanerael CSP no binario y cortinuo que
deberemosresolver mediante el algoritmo HSA es
el siguierte:

= Variables: X1;X2;X3; X4; X5, Xg; 1,72, T3}

= Dominios cortinuos: x; 2 [0;1]i : 1,6y
rj 20,1 = 1,23;

= Restricciones:

X3+ X5 1
X1+ Xg 1
Xo + Xg 1

rg + rx +r3 1, donde r; =
min (X1;X2); r2 = min(X3;Xz) y ra =
min (Xs; Xe)

Este CSP no binario se resuehe mediante HSA,
obteniendo 25 puntos, donde el volumen que ge-
nera la envoltura convexa de estos 25 puntos es
1/180, coincidiendo con el que experimentalmen-
te obtenemosmediante el metodo de Monte Carlo

8.

Resumiendo,tenemosel siguierte VUS para tres
clases:

\ | Teorico | Monte Carlo | HSA |

vusm 1 1/8 0.12483 0.125
vuysmn 1/180 0.555523 0.55555

5.4. Clasicadores Triviales

A pesarde los buenosresultadosobtenidos, pare-
ceintuitiv o (o al menosas ocurre en clasi cado-
res con dos clases)que si cogemosel m nimo y le
aradimos el punto origen (el mejor clasi cador)

deber amosobtener el maximo. Sin embargo esto
no ocurre, ya que con el m nimo obtenido con un
volumende 1/180 y aradiendoel (0,0,0,0,0,0)ob-
tenemos10 puntos con un volumen de 1/120 que
es muy inferior al 1/8 obtenido como maximo.
Esto parececortradictorio, ya que sesupone que
tener el mejor clasi cador dar a el maximo. Logi-
camerte si setiene un clasi cador (0,0,0,0,0,0),
cualquier clasi cador que tenga un valor mayor
de 0 para cualquier coordenada es descartabley,
logicamerie, esto deber a dar 1/8.

La cuestion es que cuando se arade un clasi ca-
dor deber amos ver las condicionesque forma. El



clasi cador perfectogeneralas ecuacionesie des-
carte x; 0;8i = 1:;6, que son ecuacionesulas,
ya que las variables estan acotadasen dominios
[0; 1].

De estamaneradadoun clasi cador C;, nospode-
mos plantear la siguierte pregunta >que podemos
descartar?

Podremos descartar cualquier clasi cador C, tal
que supere a C; combinado con los triviales, es
decir, que C, tenga cadavalor mayor en cadauna
de las casillas.

En realidad lo que tenemosque mirar esla com-
binacion lineal de los tres triviales con el que te-
nemos:

ha (3,140;0;0;0) + hy, (0;0;1;1;0;0) + he
(0;0,0;0;1; 1)+ hg (Zba; Zca; Zab; Zcb; Zac; Zbc)

que lo podemosdescartar si:

9ha:hp;he;hg2 R : ha+ hg+ he+ hg=1
y ademas
Vba ha+ 0+ 0+ hg zps
Vea ha+ 0+ 0+ hy Zea
Vapb O+ hp+ 0+ hyg zap
Vepb O+ hp+ 0+ hyg zg
Vaec 0+ 0+ he+ hyg zac

Vbc 0+ 0+ hc + hd Zbc

Esto da lugar a un CSP no binario y continuo con
10incognitas que deberemosresolver mediante el
algoritmo HSA.

Del resultado obtenido, nos quedamoscon las 6
variables de todos los puntos obtenidos, pudien-
do calcular el volumen que generala ernvoltura
convexa de todos ellos.

Veamosa contin uacion unatabla comparativa, en
la que evaluamos, para distintos ejemplos, nues-
tra herramienta llamada HSA+QHULL (HSA),
con otras aproximaciones al VUS como Macro-
average(MA C), 1-P Trivial (TRIV), y el metodo
experimental que se geneo mediante el metodo
de Monte Carlo (MC).

MC HSA MA C | TRIV
(0,0,0,0,0,0) 0.125 | 0.125 | 1 1
(1,1,1,0,0,0) 0.005 | 0.005 | O 0.333
(0.5,0.5,0,0,0,0) 0.032 | 0.034 | 0.666 0.666
(0.5,0,0.5,0,0,0) 0.032 | 0.031 | 0.666 0.666
(0.7,0.7,0.7,0,0,0) | 0.007 | 0.008 | 0.25 0.25
(0.33,0,0.33,0,0,0) | 0.052 | 0.052 | 0.777 0.777

6. Conclusiones

Gran parte de los problemas de satisfaccon de
restriccionesse puedenmodelar de forma natural

como problemas de satisfaccbn de restricciones
no binarias. Sin embargo, los investigadorescen-
tran su atencion en los CSPsbinarios, por el he-
cho dequetodo CSP no binario sepuedetransfor-

mar en uno binario. Las codi caciones dual y de
variables ocultas sonlos dos metodos masimpor-
tantes para transformar las restriccionesno bina-
rias en binarias en los CSPsdiscretos. En el caso
de CSPsnumericosla transformacion de restric-
cionesno binarias a ternarias esla tecnica mas
utilizada. Estas tecnicasde transformacion son
muy utiles en determinados problemas, ya que
tienen un coste relativamerte bajo, y se pueden
utilizar todas las herramientas existertes para el
manejo de CSPs binarios. Sin embargo en deter-
minados casos,estastecnicasde transformacion
no son validas o sevuelven ine cientes.

Por lo tanto a veceses corvenierte resoher el
problema en su formulacion original, mantenien-
do as toda la expresividad propia del problema.
En estetrabajo hemospresernado ademas un al-
goritmo llamado HSA para el manejode CSPsno
binarios sobredominios continuos, el cual ha sido
aplicado a problemasrealescomo por ejemplo el
analisis ROC [8] donde toda su problematica se
reduce a plantear un CSP no binario y continuo
donde se requiere obtener la envoltura corvexa
de todas las solucionesdel problema con el ob-
jetivo de obtener el volumen gque ocupan dichas
soluciones.
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